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Introduccion

La topologia, es una rama de las matematicas que aparecié a finales del
siglo XIX. Esta joven disciplina matematica estudia las propiedades de los
espacios topoldgicos y las funciones continuas definidas entre estos.

Dentro de la topologia, una vertiente importante es la Teoria de Hiper-
espacios. Los hiperespacios de un espacio topologico X, son espacios consti-
tuidos por una clase especifica de subconjuntos de X. Tuvieron sus inicios
en Alemania aproximadamente en 1900, con los trabajos de F. Hausdorff y
L. Vietoris. Durante los anos veinte y treinta del siglo XX, gran parte de
la estructura fundamental de los hiperespacios fue establecida. Uno de los
primeros hiperespacios estudiado fue el hiperespacio formado de los subcon-
juntos cerrados y no vacios de un espacio X, denotado por C'L(X).

Considerando un espacio topolégico X y n € N, K. Borsuk y S. Ulam in-
troducen el hiperespacio F,(X) al que llamaron el n-ésimo producto simétri-
co de X, y lo definieron como F,(X) = {4 € CL(X) : A tiene a lo méas n

puntos}.

Podemos conocer la estructura de espacios topologicos complejos a partir
de espacios més simples. Tener conocimiento sobre las relaciones entre estos
espacios nos brinda una herramienta de apoyo para comprenderlos mejor.

El objetivo de este escrito es profundizar en la relacién que existe en-
tre algunas propiedades de un espacio topolégico X y su n-ésimo producto
simétrico. El trabajo esta organizado en dos capitulos.

El primer capitulo lo dividimos en dos secciones. En la primer seccion
daremos a conocer la base para la topologia con la que dotamos a F,(X) y
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expondremos algunas propiedades y resultados de los abiertos basicos en el
n-ésimo producto simétrico. En la segunda seccion definimos una funciéon a
la que hemos nombrado canénica, dicha funcién nos serd de gran utilidad por
las propiedades que satisface.

El segundo capitulo lo dedicamos a presentar cada una de las propiedades
que abordaremos en este escrito. En la primer seccién del capitulo 2, presen-
tamos algunas herramientas necesarias para poder establecer las relaciones
entre X y su hiperespacio F,(X), algunas de ellas son: la construccién de
bases que preservan cerradura, redes, bases locales, familias discretas, entre
otras. Estudiaremos propiedades como la compacidad local, ser regular, ser
primero numerable, separabilidad, ser cosmico, ser y-espacio, ser og-espacio,
ser r-espacio, entre otras. A partir de la seccion 2 de este capitulo se des-
cribe la propiedad a estudiar, algunos ejemplos y mencionamos la relacién
basada en dicha propiedad que se mantiene entre X y su hiperespacio F,(X).

En la mayoria de los casos damos las pruebas de los resultados presentados
y en aquellos en los que las propiedades requieren de mayor profundidad,
damos las referencias apropiadas.
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Capitulo 1

El hiperespacio F;(X)

En este capitulo, se muestran definiciones, notaciéon y resultados que se
utilizaran a lo largo de este trabajo.
Denotaremos por N al conjunto de los enteros positivos y por R al conjunto
de los ntimeros reales.
Cuando X sea un espacio topoldgico asumiremos que su topologia es 7.
Todos nuestros espacios seran espacios de Hausdorff a menos que se indique
lo contrario.
Sea X un espacio topolégico, P(X) representard al conjunto potencia de X,
es decir a la familia de subconjuntos de X.
Sean k € N y § una base para la topologia de X. Decimos que [ es cerrada
bajo uniones finitas si para Uy, ..., U, € [, se tiene que Uy U --- U U € [.
Sean X un espacio topolégico y A C X, denotaremos por Intx(A) al interior
del conjunto A en X y por Clx(A) a la cerradura de A en X.
Sea n € N. El simbolo X" representara el producto topoldgico del espacio
X, considerado con la topologia producto. Recordemos que la familia

{Uy x -+ x U, : U; es un abierto en X, para todoi € {1,...,n}}

es una base para dicha topologia.
Cuando X = R, el simbolo 7, representard la topologia usual, generada por
la siguiente familia como base:

{(a,b) : a,b € R,a < b}.
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1.1. Propiedades de los abiertos basicos en
Fo(X)

Sean n € N y X un espacio topoldgico. Los hiperespacios de X son
espacios constituidos por una clase especifica de subconjuntos de X. Algunos
de ellos son:

CL(X)={AC X:A#(y cerrado},
F.(X)={A € CL(X) : A tiene a lo més n puntos}
La topologia con la que se dota a CL(X) es la topologia de Vietoris, la cual
describimos a continuacién. Sean Fi, ..., F, C X, definimos:

k
<E1,...,Ek>:{A€C'L(X):ACUEiyAﬂEZ-%@, para i € {1,...,k}}.
i=1

La topologia de Vietoris se define como la minima topologia 7 para C'L(X)
con la propiedad de que para cada U € 7x, (U),(X,U) € 1v.

El siguiente lema resalta algunas propiedades de los abiertos basicos de la
topologia de Vietoris en CL(X).

Lema 1.1.1. Sean k € N, X un espacio topolégico y Uy, ..., Uy abiertos en
X. Entonces se tzenen las szguzentes propiedades:

(a)(Uy,...,Up) = <U Ui) N (g(X Ui)),
(0)(Ur) N < 2) = <U10U2>

(e)(X, Ur) N (X, Us) =(X, Uy, Us),
(d)(Ur) N (X, Uz) =(Ur, Uy N Uy).

Demostracion. Para probar (a), sea A € (Uy,...,Uy). Claramente A €
k

(U Ui). Como ANU; # 0 para todo i € {1,...,k}, entonces A € (X,U;)
i=1

k k
para todo i € {1,...,k}. Asi, A€ (U U)N(N(X,Uy)).
i=1

=1

k
Por otra parte, 51A€<U Uy N (ﬂ(X U;)), entonces A C UU yANU; # 0
=1

=1
para todo i € {1,. k} De lo anterior A e (Uy,...,Uyp). Por lo que

k k

(U,.... Uy = (IJU) n ()X, U3)).

i=1 =1
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Para probar (b), sea A € (Uy) N (Us). Como A C Uy y A C Us, entonces
A C U; N Us. De lo anterior A € (U N Us).

Ahora tomemos A € (U; N Uy), entonces A C Uy N Us. Asi, A C U; para
i € {1,2}. De donde, A € (Uy) N (Us). Concluimos que

<U1> N <U2> = <U1 N U2>
Para probar (c), sea A € (X,U;) N (X,Us;). Entonces A € X U U; U Uy,
ANU #0y ANUy # (. Por lo que A € (X, Uy, Us).
Ahora, si A € (X,Uy,Us), entonces ANU; # 0 # AN U,. Notemos que
XUU =X =XUUy,asi Ae (X,U;)N(X,Us,). Por tanto
(X,Up) N (X, Us) = (X,Uy,Us).

Para probar (d), sea A € (U;)N(X, Us,). Dado que A € (Uy) y Uy = Uy U(U N
Us), se tiene que A C U; U (U;NUs). Como A C Uy, entonces (ANU;)NU; =
AN U2 7é @ ASf, AN (U1 N Ug) 7é @ Por lo que Ae <U1, U1 N U2>

Por otra parte, tomemos A € (U, U;yNUs). Dado que A C U U(U1NU,) = Uy
vy ANU; # 0, A € (Uy). Por otro lado, como AN (U NUR) # 0, A € (X, Us).
Por lo que A € (U;) N (X, Us). Concluimos que

(Uy) N (X, Uy) = (Uy, Uy N Usy).
]

El siguiente resultado nos permite obtener una base para la topologia v .

Teorema 1.1.2. Sea X un espacio topologico. Entonces la familia
By = {(Uy,...,Uy) : Uq,..., Uy son abiertos en X, k € N}
es una base para Ty en CL(X).

Demostracion. Sean S = {(U) : U € 7x }U{(X,U) : U € 7x} y S* la familia
formada por las intersecciones finitas de elementos de §. Dado que la familia
S es una subbase para 1y, es suficiente probar que §* = By.

Primero probaremos que:

By C S*.

Sean k € Ny Uy, ..., Uy abiertos en X tales que (Uy,...,Uy) € By. Proba-
remos que (Uy,...,Uy) € §*.
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Por el Lema 1.1.1 (a), (Uy,...,U;) € S*.
Para ver que:

S* C By.

Si Uy, Uy son abiertos en X y (Uy), (Us), (X, Uy), (X, Us) € S. Por lo obtenido
en (b), (¢) y (d) del Lema 1.1.1, se tiene que (Uy) N (Us), (X, Ur) N (X, Us),
(Uy) N (X, Us,) pertenecen a By por lo que se concluye que S* C By.

Por lo tanto By es base para la topologia de Vietories en C'L(X).
]

Consideremos a F},(X) como subespacio de CL(X).Seans € Ny Uy, ..., Us C
X. Dado que este trabajo estd enfocado a los hiperespacios F,(X), asumi-
remos en todo éste, que el conjunto (Uy,...,Us) esta contenido en F,(X).
Ahora, para {x1,...,x.} € (Uy,...,Us) y cada j € {1,...,r}, definimos
Us; = (U € {Uy,...,Us} : 2; € U}. Notemos que si Uy, . .., U, son abiertos
de X, entonces U,, es abierto en X para cada j € {1,...,7}.

Lema 1.1.3. Sean s € N, X un espacio topologico y Uy, ..., Us C X. En-
tonces las siguientes condiciones son ciertas:

(a) SiV; C Uj para cadaj € {1,...,s}, entonces (V1,...,Vs) C (Uy,...,Us).
(b) Si{xy,...,z.} € (Uy,...,Us), entonces (Uy,,..., Uy, ) C(Uy,...,Us).

Demostracion. Claramente se satisface la condicion (a).

Para probar la parte (b), consideremos {y1,...,y:} € (Uy,,...,Us,, ). Sea k €

{17 R 8} yr; € {xla s wxr}mUk- Dado que U z; C Uk y {yla s 7yt}msz # wa

Ue W Y1,y b # 0. Ast, {yr, ..,y } NUg # 0 para todo k € {1,...,s}. Co-

mo {y1,..., %} C U Uz, € U Uk, concluimos que {y1,...,y:} € (Us,...,Us).
j=1 k=1

O

Lema 1. 1 4. Sin,m E N, X un espacio topolégico, Uy, ..., Uy, Vi,...,V,, C
X, U= UU yV = U V;. Entonces

=1 j=

(Uy,....,U )0 (Vy,..., V) =(Uh 0V, ..., U0V, VinU,...,V,, NU).

Demostracion.
Sea {x1,...,z,} € (U,...,Un) N{(Vy,...,Vy). Dado que {z1,...,2.} C
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U U=UyA{x1,....,z,} C JV; =V, entonces {z1,...,2.} C JU;NV)y
=1 j=1 i=1
{z1,...,2.} C U(V}ﬂU).Ahora, tomemos i € {1,...,n}yje€{l,...,m}.
j=1

Sean x; € {zy1,...,x.}NU; y z; € {z1,...,2,} NV;. Como z; € Vyz; €U,
se tiene que x; € U; NV y x; € V;NU. As, {z1,...,2, 3 N (U;NV) # () para
todoi e {1,...,n} y {z1,....2,} N (V;NU) # 0 para todo j € {1,...,m}.
Por lo tanto {z1,...,z.} € (UNV,..., U, NV, VinU,...,V,,NU).

Por otra parte, sea {z1,...,x.} € (U4NV,...,U, NV, VinU,...,V,,NU).
Dado que {z1,...,2,} C U(V;NU) y {z1,...,2.} C J(U;NV) . Entonces
j=1 i=1

{z1,....,} C U Uiy {z1,...,2.} C U V;. Ahora, tomemos i € {1,...,n}y
i=1 j=1

jed{l,...,m}.Seanz; € {xy,..., 2, N(UNV )y x; € {z1,..., 2.} (V;NT).

Entonces z; € U; y x; € Vj. Ast, {z1,..., 2. }NU; # @ paratodoi € {1,...,n}

y {z1,...,2,} NV; # 0 para todo j € {1,...,m}.

Por lo tanto {z1,..., 2z} € (Ur,...,U,) N {(V1, ..., V). O

Lema 1.1.5. Seann,m € N, X un espacio topolégicoy Uy, ..., Uy, Vi,..., Vi,
C X. Entonces (Ur,...,U,) C (Vi,..., V) siysolosi |JU, C UV, ypara

i=1 j=1
cada j € {1,...,m} existe i € {1,...,n} tal que U; C V.

Demostmcz’o/nﬁ

=| Sea x € |J U;. Sin pérdida de generalidad supongamos que x € U;. Para
i=1

cada k € {2,...,n}, tomemos un elemento zy € Uy. Asi, {z,z9,...,2,} €

(Ul,...,U>ycomo <U1,...,U> (Vl,...,V> entonces {x,xa,...,x,} C
UV DeloanterloerUV Asf, UUC UV

=1
Ahora supongamos que ex1stej e{l,...,m} tal que paratodoi € {1,...,n},
U; € V;. Por cada i € {1,...,n}, sea x; € U; — V;. Entonces {x1,...2,} €
(Ur,...,U,) y{z1,...x,} & (Vi,..., V), lo cual es una contradiccion.
Por lo tanto, para cada j € {1,...,m} existe i € {1,...,n} tal que U; C V.

<] Seanj e{l,....m}y{x,...,x.} € (Uy,...,U,). Como {xy,...,2,} C
Uu: c U V;, entonces {z1,...,2z.} C |J V. Sea i; € {1,...,n} tal que
Jj=1 j=1

=1
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Ui, € Vj. Dado que {z1,..., 2.} NU;; # 0, tomemos xz;, € Uj,. Asi, x;; € V.
De aqui que {zy,...,2,.} NV; # 0 para todo j € {1,...,m}. Por lo tanto
{z1,...;x. e (Vi,..., Vi) y (Ur, ..., Up) C(Vi,..., Vin). O

Lema 1.1.6. Sea X un espacio topologico. SiU es abierto en F,(X), enton-
ces | JU es abierto en X.

Demostracion. Sean U un abierto en F,(X) y x € |JU. Entonces existe
{z1,..., 2.} €U tal que x € {x,...,x,.}. Sin pérdida de generalidad, supon-
gamos que z = x1. Como U es abierto en F,(X), existen abiertos Uy, ..., U
en X tales que {z,z9...,2,} € (Uy,...,Us) CU.

Probaremos que U,,, C [JU. Paraello, seay € U,,. Entonces {y, zs,...,2,} €
(Up,,...,Uy,). Porel Lema 1.1.3, (U,,,..., U, ) CU. Asi, y € JU.

Por lo tanto |JU es abierto en X. O

Lema 1.1.7. Sean X un espacio topologico y A C X. Si A es cerrado en X,
entonces (X, A) es cerrado en F,(X).

Demostracion. Dado que A es cerrado en X, X — A es abierto en X. Para
probar que (X, A) es cerrado en F,(X) basta probar que (X, A)=F,(X) —
(X —A).

c| Sea {z1,...,z,} € (X,A). Como {z1,...,2,} N A # (). Tomemos j €
{1,...,r} tal que x; € A, entonces z; ¢ X — A. De aqui que {z1,...,2,} ¢
X — A. Por lo que {xy,..., 2.} € F,(X) — (X — A).

O] Sea {z1,...,z,} € F,(X) — (X — A). Entonces {z1,...,2,} £ X — Ao

{x1,...,2, N X —A=0.

Primero supongamos que {z1,...,2.} € X — A. Sea j € {1,...,r} tal

que x; ¢ X — A, entonces z; € Ay {z1,...,2,} N A # . Claramente

{z1,...,0.} C X =XUA. Asi, {z1,...,2,} € (X, A).

Ahora, supongamos que {z1,...,2,} N X — A = (. Entonces {x1,...,2,.} C

ACXUAy{xy,...,z,}NA#0D. Por lo que {z1,...,z,} € (X, A).

Por lo anterior (X, A) = F,,(X) — (X — A) y asi (X, A) es cerrado en F,,(X).
O

Lema 1.1.8. Sean X wun espacio topologico y Uy,...,Us, C X. Entonces
(CLe(U1) ., Cl (U)) = Cliy (U .. U)):

Demostracion. Para probar que (Clx(Uy), ..., Clx(Uy)) es cerrado en F,,(X),
primero veremos que:
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<ClX(U1)7 v 7CIX(US)> = < LSJ CIX(Uk’)) M <CIX(U1)a X> AEERA <CIX(Us)a X>
Para esto, sea {y1, ...,y } € ZCIX(Ul), ..., Clx(Uy)). Claramente {y, ...,y } €

<k01 Cly(Uy)). Dado que {y1, .. ., 4} N Cly (Uy) # 0 para todo k € {1,..., s,
s cumple que (1, ) € kﬁl(CIX(Uk),X). De 1o anterior {ys, ...y} €
(U CLx(U) N (Clx(03), X) -1 (Clx (D), X).

Ahora, supongamos que {y1, ..., 1} € <k01 Cle(UW)) N (Cly(U1), X) -+ N

(Clx(Uy), X). Es claro que {y1, ...,y } € U Clx(Ux) y{v1,- .-,y }NClx (Uy) #
k=1
() para cada k € {1,...,s}. Asi, {y1,...,y:} € (Clx(Uy),...,Clx(Uy)).

S

Por lo tanto (Clx(Uy),...,Clx(Us)) = (U Clx(Uy)) N (Clx(Uy), X)N---N

(Clx(U,), X). .

Ahora, por el Lema 1.1.7, (LSJ Clx (Ug))N{(0Clx(Uy), X)N---N{Clx(Us), X)
k=1

es cerrado en F,,(X). De esta manera (Clx(Uy),...,Clx(Uy)) es cerrado en
F.(X).

Vamos a probar que (Clx(Uy),...,Clx(Us)) = Clg,x)((Us, ..., Us)).
D | De lo anterior y de que (Uy, ..., Us) C (Clx(Uy),...,Clx(Us)) (ver Lema
113), Can(X)(<U1, RN U5>> C <Clx(U1>, RN Clx(US)>

C| Sean {zy,...,z,} € (Clx(Uy)...Clx(Us)) y W abierto en F,(X) tal
que {z1,...,x.} € W. Consideremos Wi,..., W abiertos en X tales que
{z1,...,2.} € (Wy,..., W) C W. Probaremos que (Uy,...,Us) N W # ).
Para cada j € {1,...,r}, definimos Q; = {U € {U,...,Us} : x; € Clx(U)}.
Notemos que W, intersecta a cada uno de los elementos de Q;. Ahora,para
cada | € {1,...,s} consideremos y; € Uy NW,, tales que {y1,...,u} €
Ways oo o . Wo ) N (U, ..., Us). Como (W,,,...,W,,) es abierto en F,(X),
{y1,...,u} € Fu(X). De aqui que {y1,...,yui} e WN (Uy,...,Us).

O

Lema 1.1.9. Sea X un espacio topoldgico. Si B es un subconjunto compacto
de F,(X), entonces | B es un subconjunto compacto de X .
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Demostracion. Sea U una familia de subconjuntos abiertos de X que cu-
bre a |JB. Observemos que si £ € B, E es compacto de X. Asi, existe
{Ug1,...,Ugn,} una subfamilia finita de Y que cubre a E. Ahora, para cada
E € B, consideremos Uy = (Ug 1, .. .,Ugny). Es claro que E € Ug. Entonces
{Ug} Eep es una cubierta abierta de B en F,,(X). Dado que B es compacto
existen Fj, ..., E,, una cantidad finita de elementos de By {Ug,,...Ug,,}
cubre a B. Por lo tanto {{JUg,,...,UUE, } es una subfamilia finita de U
que cubre a |J B, con esto conluimos que | JB es un subconjunto compacto
de X. O]

Lema 1.1.10. Sea X un espacio topolégico. Si G es una cubierta abierta de
X, entonces

®:{<G1,...,Gk>ZG1,...,Gk €eg yl{?G {1,,71}}
es una cubierta abierta de F,(X).

Demostracion. Dado que G es una familia de subconjuntos abiertos de X,
® es familia de subconjuntos abiertos de F,(X). Tomemos {x1,...,z,} €
F,(X). Como G es cubierta abierta de X. Por cada j € {1,...,r}, z; € G;
para algin G, € G. Asi, {z1,...,2,} € (Gy,...,G,) y {z1,...,2,} € &.

Por lo tanto, & es cubierta abierta de F,,(X). O

Lema 1.1.11. Sean X wun espacio topoldgico y {V,,}5°_; una sucesion de
cubiertas abiertas de X. Por cada m € N, definimos:

:{ﬂvji‘/}evj para todo j € {1,...,m}}.

j=1
Entonces {G,,}5°_, es una sucesion de cubiertas abiertas de X.

Demostracion. Sea m € Ny x € X. Probaremos que G,, es cubierta abierta
de X. Como {V,,}°°_; es sucesién de cubiertas abiertas de X, Vi,...,V,
son cubiertas ablertas de X. Por cada j 6 {1,...,m} existe V; € V; tal que

reVasi, z e ﬂ V; € G,,. Claramente ﬂ V; es abierto en X.

j=1 7j=1
Por lo tanto G,,, es cubierta abierta de X y {G,,,}5°_; es sucesién de cubiertas
abiertas de X. O
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Lema 1.1.12. Sean X un espacio topologico y x1,...,x, € X conr < n.
Para cada j € {1,...,7}, sea {U,; .}, una sucesion decreciente de subcon-
oo

Juntos no vacios de X. St () Uj,m = {x;} por cada j € {1,... 1}, entonces
m=1

Uiy - Upm) = {{z1, .. 20} )

1

F g

o0
Demostracion. Sea {yi,...,ui} € () (Uim,---,Urm). Vamos a probar que
m=1

{917--‘,yz} = {1517-- xr}

C] Como {y1,...,y1} C U U;m para toda m € N, entonces
‘77

{yr,-uy < (YU Uim) = () Uim) = U{%} {z1,... 2}
m=1 j=1 j=1 m=1
Ast, {yr, ..,y C e, 20 )
D Seaje{l,...,r}. Veremos que {y1,...,u}N( [ Ujm) # 0. Supongamos
m=1

que {y1,...,ut N () Ujm) = 0. Entonces {y1,...,yi} CX — () Ujm) =
m=1 m=1

(X — Ujm). Sean my,...,m; € N tales que y; € X — U, para cada
1

!
€ {1,...,1}. De donde {y1,...,ui} N () Ujm, = 0. Dado que {Uj.,}>_,
i=1

!

es una sucesién decreciente, (| Ujm, = Ujm, para algun k € {1,...,1}. Asi,
i=1

{yl, o Yt NUjm, = 0, lo cual es una contradiccién. Por lo que {yy,..., 5} N

( ﬂ Ujm) # 0. Ahora, como ﬂ Uim = {z;}, z; € {y1,...,y}. De lo ante-

rior {xl, coyZp ) C {yl,...,yl} Por lo tanto {y1,...,ui} ={z1,..., 2, }.
[

et

1.2. La funcién candnica f, : X" — F,(X)

Definicién 1.2.1. Sean X un espacio topologico y n € N. Definimos la
funcion candnica fr : X" — Fpo(X) por fo((x1,...,2,)) ={x1,..., 2, }.
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Lema 1.2.2. Sean X un espacio topologico, n € N y Uy,..., U, C X. En-
tonces fno(Up X -+ x Uy,) C (Uy,...,Up).

Demostracion. Sea{xy,...,x.} € fo(Upx---xU,). Entonces existe (y1,...,yn) €
Ul X X Un tal que fn((yh"'ayn)) = {ylﬂ"'7yn} = {xh""‘rT}’ Es cla-
ro que {y1,...,yn} € (U,...,Uy). Asi, {zq,..., 2.} € (Uy,...,U,). Por lo
tanto f,(Uy X --- x U,) C (Uy,...,Up,).

]

Teorema 1.2.3. La funcion f, es cerrada, continua y suprayectiva.

Demostracién. Para ver que f,, es una funcién suprayectiva, sea {1, ..., 2.} €
F,.(X).Sir =n,esclaro que f,((z1,...,2,)) = {z1,...,2.}. Ahora, sir < n,
entonces (21, ..., %, Ty, ..., 2,) € X", donde x, aparece exactamente n—r+1
veces y fu((x1, ..., 2p, @y ... x.)) = {x1,...,2,}. Concluimos que f, es una
funcion suprayectiva.

Para probar la continuidad de f,,. Sea (z1,...,z,) € X"

Sean Uy, ..., Us abiertos en X tales que f,,((x1,...,2,)) € (Ui, ..., Us). Dado
que cada U,; es un abierto en X, entonces U, X - - - X U,,, es un abierto basico
en X"y (z1,...,2,) € Uy X -+ x U, . Porel Lema 1.1.3, (U,,,...,U,, ) C
(Uy,...,Us). Es suficiente probar que: f,,(Uy, X -+ x U, ) C (Upy, ..., Uz ).
Por el Lema 1.2.2, f,,(U,, x -+ xU,,) C (Uy,,...,U,,). Hemos probado que
fn es una funcién continua.

En [2], se prueba que la funcién f, es cerrada. ]

Lema 1.2.4. Sea X un espacio topologico. St U,V son abiertos no vacios en

X, entonces fo(U x V) = (U, V).

Demostracion. Por el Lema 1.2.2, fo(U x V) C (U, V).
Para probar la otra contencién, sea {z,y} € (U, V). Si ocurre que = ¢ U,
entonces © € V, ahora como {z,y} NU # 0,y € U, asi (y,x) e U x V' y
fo((y,x)) ={z,y} € fo(UxV). Los casos: x ¢ V,y ¢ Uyy ¢V, se prueban
de manera similar al anterior. En el caso de que {z,y} C UNV, se tiene que
(1,2), (5,9) € U XV y S((9,2)) = Sol(,9)) = {25} € /(U x V). Bsto
prueba que (U, V) C fo(U x V). Por lo tanto fo(U x V') = (U, V).

]

Lema 1.2.5. Si X es un espacio topoldgico, entonces la funcion
fa: X2 = F(X), es una funcidn abierta.
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Demostracidn. Sea U xV un abierto basico de X?. Probaremos que fo(U X V)
es un abierto en F5(X). Si U = () =V, claramente fo(U x V') es abierto en
Fy(X) ysiU =X =V, entonces fo(U x V) es abierto en Fy(X). Cuando
U,V son abiertos no vacios en X, por el Lema 1.2.4, fo(U x V') es abierto en
F5(X). Por lo tanto fy es una funcién abierta. O

El siguiente ejemplo muestra que para n > 2, f,, no es una funcion abierta.

Ejemplo 1.2.6. Consideremos X = [0, 1] como subespacio de R con la topo-
logia usual, Uy = (2/3,1] = Uy, U3 = [0,1/3) y U = Uy xUyxUs abierto basico
en X3. Probaremos que la funcién fs no es abierta. Para ello, supongamos que
f3(U) es abierto en F3(X). Por la continuidad de f3, f5 ' (f3(U)) es abierto en
X3. Notemos que, como (1,1,0) € U y f3((1,1,0)) = {1,0} = f3((0,0,1)),
se tiene que (0,0,1) € f3 ' (f3(U)). Entonces existen a,b,c € [0,1] tales que
0<a,b<1/3y]l0,a),[0,b),(c,1] abiertos en X y (0,0,1) € [0,a) x [0,b) x
(c,1] € f3 ' (f3(U)). Sean x,y € [0,1] tales que 0 < x < y, © € [0,a) ¥y
y € 10,0). Entonces f3((z,y,1)) € f3(U).

Por otra parte, existe (u,v,w) € U tal que {x,y,1} = {u,v,w}. Como
(u,v,w) € U, entonces 2/3 < u,v < 1,0 < w < 1/3. Asi, dado que
0<z<y<1/3, sesigue que u,v & {x,y}, lo cual es una contradiccion.

El siguiente teorema es conocido y serd un resultado de gran utilidad en el
desarrollo de este trabajo.

Teorema 1.2.7. Sean X,Y dos espacios topologicos y f : X — Y una funcion
biyectiva. Las siquientes proposiciones son equivalentes:

(a)f~! es continua,

(b)f es abierta,

(c)f es cerrada.

Demostracién. (a) = (b). Sea A un abierto en X. Como f~! es continua y
f es biyectiva, entonces f(A) = (f~1)71(A). Asi, f(A) es abierto en Y. Por
lo tanto f es una funcién abierta.

(b) = (c) Sea E un cerrado en X. Como f es una funcién biyectiva, abierta
y X — F es abierto en X, f(X — E) =Y — f(F) es abierto en Y. Entonces
f(E) es cerrado en Y. Por lo tanto f es cerrada.

(¢) = (a) Sea F un cerrado en X. Como f es biyectva y cerrada, f(F) =
(f~H7Y(F) es cerrado en Y. Por lo tanto f~! es continua. O



CAPITULO 1. EL HIPERESPACIO Fy(X) 13

Corolario 1.2.8. Una funcion f : X — Y biyectiva y continua es un ho-
meomorfismo si satisface alguna de las condiciones equivalentes (a), (b), (c)
del teorema anterior.

Lema 1.2.9. Seann € N y A{,..., A, C X ajenos dos a dos. Entonces
(Aq,...,A,) es homeormorfo a Ay X -+ X A,

Demostracion. Por el Teorema 1.2.3, la funcién f, : X™ — F,,(X) es cerrada,

continua y suprayectiva. Dado que Ay, ..., A, son ajenos dos a dos es claro
que fn(A; X - x A,) = (Aq,..., A,).

Probaremos que la funcién g = fo 4, x..xa, @ A1 X o+ X Ay = (Ay, .. Ay)
es un homeormorfismo. Claramente g es continua y suprayectiva.

Para probar la inyectividad, sean (z1,...,%,), (Y1, ..., Yn) dos elementos dis-

tintos de Ay x --- x A, y j € {1,...,n}, tal que z; # y,;. Como A,..., A,
son ajenos dos a dos, x; & {v1,...,yn}. Entonces {z1,...,2,} # {v1,...Un}-
De lo anterior g es una funcion inyectiva.

Ahora, veremos que ¢ es una funcién cerrada. Sean K cerrado en X" en-
tonces K N (A; x --- x A,) es cerrado en Ay x --- x A,. Probaremos que
(A1,...,A,) —g(KN (A x -+ x A,)) es abierto en (A, ..., A,). Para ello,
consideremos {z1,...,2,} € (A1,..., A) —g(KN(A; x---x A,)). Sin pérdi-
da de generalidad supongamos que z; € A; para todo j € {1,...,n}.
Nosotros solo mostraremos lo que ocurre cuando (z1,...,2,) € Ay XX A,,
los otros casos son andlogos tomando en cuenta una adecuada permutacion.
Dado que (z1,...,x,) € A1 X---x A, y X es de Hausdorff, existen C1, ..., C,
abiertos ajenos dos a dos en X y (Cy x -+ x C},)) N (A; x -+ x A,,) abierto
en Ay x -+ x A, tales que (x1,...,2,) € (C1 x---xCp)N(A; x---x A,) C
Ay x---x A, — K. Delo anterior {zy,...,x,} € (Cy,...,Ch)N (A, ... Ap) C
(A1, ..., An) —g(K). Ast, (A1,...,A,) —g(KN (A x--- x A,)) es abierto
en (Ay,..., Ay). Concluimos que g es una funcién cerrada. Por el Corolario
1.2.8, g es un homeormorfismo. O

Teorema 1.2.10. Sean n > 2 y X wun espacio topologico. Se satisface lo
stguiente:

1) Para cada 0 < m < n, F,(X) es cerrado en F,(X).

2) La funcion f; : X — Fi(X) es un homeomorfismo.

Demostracion. A continuacién probaremos 1). Sean n,m € N tales que
0 < m < n. Probaremos que F,(X) — F,,(X) es abierto en F,(X). Para
ello, tomemos A € F,,(X) — F,,(X). Sin pérdida de generalidad supongamos
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que A = {xy,...,2,} con m <r <n. Como X es un espacio de Hausdorff,
existen abiertos ajenos Uy, ..., U, tales que z; € U; para cada i € {1,...,r}.
Ast, {xy,... 2.} € (Uy,...U) y (Uy,...,U,) C F,(X) — F,,(X). Por lo que
F,.(X) — F,,(X) es abierto en F,(X). Esto prueba que F,(X) es cerrado en
F.(X).

Para justificar 2). Por el Teorema 1.2.3, f; es continua, cerrada y suprayecti-
va. Claramente f; es inyectiva y por el Corolario 1.2.8, f; es un homeomor-
fismo. m

Lema 1.2.11. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un espacio de
Hausdorff si y sélo si F,,(X) es un espacio de Hausdorff.

Demostracion.

=| Sean {x1,..., 2.}, {y1, ...,y } elementos distintos en F,(X). Sin pérdida
de generalidad supongamos que 1 ¢ {y1,...,%:}. Como X es de Hausdorff,
existen abiertos Uy, Vi,...,V; en X tales que z; € Uy, y para cada k €
{1,...,thyr € Vi y Uy NV, = 0. Notemos que {y1,...,u:} € (Vi,..., Vi)
y {z1,...,2.} € (U, X). Necesitamos probar que (U, X) N (Vy,..., ;) =

(). Supongamos que existe {z1,...,2,} € (U, X) N (Vi,...,V}). Sea p; €
t

{1,...,p} talque z,, € Uy. Como {21,...,2,} C |J Vi, existe k,, € {1,...,t}
k=1

tal que 2, € Vj, ,asi UiNVy, # (0, lo cual es una contradiccién. De lo anterior
(U1, X) N (Vi,..., Vi) = 0. Por lo tanto F,(X) es un espacio de Hausdorff.

< | Dado que F,,(X) es de Hausdorff entonces Fi(X) también lo es. Por el
Teorema 1.2.10, X es un espacio de Hausdorff. O

Con el siguiente ejemplo mostramos que en general la unién de los elementos
de un subconjunto cerrado en F,(X) no necesariamente es un cerrado en X.

Ejemplo 1.2.12. Consideremos (R, 7,). Sea S = {{z,1/z} : © € (0,00)}.
Veamos que S es cerrado en F3(R). Como el conjunto L = {(z,1/z) : x €
(0,00)} es la grifica en R? de la funcién y = 1/x definida en el correspon-
diente dominio, entonces L es cerrado en R%. Ahora, por el Teorema 1.2.5,
la funcion fy : R? — Fy(R?) es cerrada y dado que fo(L) = S, tenemos que
Ses cerrado en Fy(R). Sin embargo, | JS = (0,00) y no es cerrado en R.



Capitulo 2

Propiedades que se preservan
entre X y Fj(X)

2.1. Algunas familias de subconjuntos de X

2.1.1. Familias que preservan cerradura

Definiciéon 2.1.1. Sea X un espacio topologico. Una familia U de subcon-
jJuntos de X preserva cerradura en X si para cada YV C U,

Cly((fV:vevh = J{Clx(V):V eV}

Ejemplo 2.1.2. Consideremos (R, 7,). Veamos que la familiad = {(—n,n) :
n € N} preserva cerradura en R. Antes, observemos que para dos elemen-
tos (—n,n) y (—m,m) en U, se tiene que (—n,n) C (—m,m) o (—m,m) C
(—n,n). Sea W C U. Consideremos los siguientes casos:

Supongamos que W es finito. Notemos que Clg((JJ{W : W € W}) = [—p, ],
donde p = maz{m : (—m, m) € W}. Claramente [—p,p] = [J{Clr(W) : W €
Ahora, supongamos que W es infinito. Sea L = {m : (—m,m) € W}. No-
temos que L es infinito. Veamos que |J{W : W € W} = R. Es suficiente
probar que R C |J{W : W € W}. Sea x € R. Dado que L es un conjun-
to infinito de los numeros naturales, por la propiedad arquimediana, exis-
te m € L tal que x € (—m,m). Asi, x € J{W : W € W}. Por lo que
Clr(U{W : W e W}) =R.

Por otro lado, R = [J{W : W € W} C U{Clg(W) : W € W} C R. Agi

15
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U{Clg(W) : W € W} =R.
En cualquier caso, U preserva cerradura en R.

Lema 2.1.3. Sea X un espacio. SiU,V son dos familias de subconjuntos de
X que preservan cerradura en X, entonces U UV preserva cerradura en X .

Demostracion. Sea VW C UUV. La prueba del Lema, se sigue de las siguientes
igualdades.

Clx(L{V : VeWw})

=Clx(L{V:VewnUuny}

=Clx({V:VeWnU)uWnV)})
=Clx(L{V:VvewnuU}ph)u({V:VewnV}))

= (Clx(U{V:Vewnu}) U (Clx(IU{V:VewnV}))

= (U{Clx(V): Vewnu})u (J{Clx(V): Ve WnV})

=UJ{Clx(V): VeWwnuU}u{Clx(V):VeWwnv})

= {Clx(V): Ve WnU)uWnV)}

= {Clx(V): VeWnUuV))}

= J{Clx(V): V € W}. m

Teorema 2.1.4. Sea X un espacio topoldogico. StU preserva cerradura en X,
entonces la familia & = {(Uy,...,Uy) C F(X) : Uy,...,Ux € U} preserva
cerradura en F,(X).

Demostracion. Sea Uy C U. Para probar que

H{CLE, oy W) : W € 8o}) = Clp, oy (W : W € 8o},

mostraremos que:
Fu(X) = (J{Clp,cy W) s W € 8ho}) = Fo(X) = Clp, () (W : W € tho}).

Para esto, sea {x1,...,2,} € F,,(X) — (U{Clp,xy(W) : W € Up}). Primero
probaremos la existencia de un abierto V en F,,(X) que contiene al punto

{z1,...,z, } ytal que V C F,,(X) — (U{W : W € Uy}).

Para cada j € {1,...,r}, sean Q; = {U e U : z; ¢ Clx(U)} vy V; =
X—-U{Clx(U) : U € Q,}. Como Q; C U y U preserva cerradura en X, V; es
abierto en X. Veamos que x; € V;. Supongamos que xz; € X — V;. Entonces
existe U € Q; tal que x; € Clx(U), esto contradice la definicién de Q;. Asi,
x; € Vj. Ahora, definamos V = (Vj,...,V,). Probaremos que V cumple con
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las propiedades requeridas.

Claramente, V es un abierto en F,(X) que contiene al punto {z1,...,z,}.
Afirmacién: V C F,(X) — (U{W : W € Uy}). Supongamos que VN W # ()
para algin W € . Sean W = (Wy, ..., Wy) v {z1,..., 2m} € VNW. Como
{1, 2} € Fu(X) — (U{Clp,xyOW) : W € Up}), entonces {z1,...,2,} ¢
Clg, x)y(W). Como Clg, x)(W) = (Clx (W), ..., Clx(W;)) (ver Lema 1.1.8),
{z1,..., 2.} ¢ (Clx(W1),...,Clx(Wy)).

Consideremos los siguiente casos.

Caso I. Supongamos que {z1,...,2,} € |J Clx(W;).

=1
Entonces existe | € {1,...,r} tal que x; ¢ Clx(W;) para todo i € {1,...,s}.
Asi, cada W; € Q,. Ahora, dado que {z1,...,2,} € V, consideremos m; €
{1,...,m} tal que 2z, € V.
Por otra parte, como {z1,...,2zn} € W, 2z, € W; C Clx(W;) para algin
i € {1,...,s}. De lo anterior y de que W; € Qy, z,, ¢ Vi, lo cual es una
contradiccion.
Caso II. Sea k € {1,...,s} tal que {z1,...,2.} N Clx(Wy) = 0.
Notemos que para cada j € {1,...,r}, Wi, € Q;. Como {z1,...,2,} € W,
tomemos my € {1,...,m} tal que z,, € Wy C Clx(Wy). Asi, para todo
jge{l,....r}h zm, € V]
Por otro lado, dado que {z,...,2z,} € V, z, € V; para alguna j €
{1,...,7}, lo cual es una contradiccion.
En cualquiera de los dos casos se tiene que VN W = () para todo W € Uy y
VC E(X) = (UW: W e th}).

A continuacién probaremos que:
{1, a0} € Fu(X) = (Clp, oo (W : W € 8ho}).

Supongamos que {z1,...,2,} € Clg,x)(U{W : W € }), entonces V N
(U{W : W € Up}) # 0, obtenemos una contradiccién. Esto finaliza la prueba
de la primera contencién.

Ahora para probar la otra contencion.

Dado que ([J{Clg,x)(W) : W € Uy} C Clg, (X)(U{W : W € LUp}), se tiene
que:

Fu(X) = Cly, oo (W : W e th}) € Fu(X) = ((J{ClrcoW) : W € tho}).

De ambas contenciones concluimos que Y preserva cerradura en F,(X). O
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2.1.2. Redes

Definicién 2.1.5. Sean X un espacio topoldgico y N una familia de sub-
conjuntos de X . Decimos que N es una red en X si para cada v € X y cada
abierto U en X con x € U, existe N € N tal que x € N C U.

Ejemplo 2.1.6. Sea X un espacio topoldogico. Notemos que cualquier base
para la topologia de X es una red en X. El conjunto potencia de X es una
red.

Lema 2.1.7. Sean X un espacio topolégico yn € N. Si N es una red en X,
entonces la familia 9= {(N1,...,Ny) : Nq,..., Ny e Nyl e {l,...,n}} es
una red en F,(X).

Demostracion. Sean {z1,...,z,} € F,(X) y U un abierto en F,(X) tal
que {zi1,...,x,} € U. Consideremos Uy, ..., U, abiertos en X tales que
{z1,...,2.} € (Uq,...,Us) C U. Sea j € {1,...,r}. Como N es red en
X y Uy, es abierto en X, existe N; € N tal que z; € N; C Uy, Por el Lema
1.1.3, {z1,..., 2.} € (N1,...,N,) C(Uyy,...,U,,) CU.

Por lo tanto 91 es una red en F,,(X). O

2.1.3. Familias discretas

Definicién 2.1.8. Sean X un espacio topolégico y N una familia de subcon-
guntos de X. Decimos que N es una familia discreta de X, si para cada
r € X, existe un abierto U en X tal que x € U y U intersecta a lo mds un
elemento de N.

Ejemplo 2.1.9. Sea (R, 7,). Veamos que N1 = {(1,2),(3,4),(5,6),...} es
una familia discreta de R. Sea x € R. Tomemos (x — 1/2,x + 1/2) abierto
basico en R. Veremos que (v —1/2, x4 1/2) intersecta a lo mds un elemento
de Ni. Sean a # b nimeros impares positivos. Sin pérdida de generalidad
asumimos que a < b. Supongamos que (x —1/2,x +1/2) N (a,a+ 1) # D y
(x—1/2,24+1/2)N (b,b+ 1) # 0. Entonces x —1/2<a+1yb<z+1/2.
Notemos que |b—(a+1)| > 1, [(a+1)—(x—1/2)] >0y [(x+1/2) — | > 0.
Entonces |(z+1/2) — (x—1/2)| = |(a+1) = (= 1/2)|+ |b—(a+1)| + |(z +
1/2) —b| > 1, lo cual es una contradiccion. Por lo que (v — 1/2,z 4 1/2)
intersecta a lo mds un elemento de N7 y N es una familia discreta de R.

El siguiente ejemplo muestra que en general la unién de dos familias discretas
no necesariamente es una familia discreta.
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Ejemplo 2.1.10. Sea (R, 7,). Consideremos Ny como en el ejemplo anterior
y Na ={(0,1),(2,3),(4,5),...}. Veremos que N1UN3, no es familia discreta
de R. Consideremos x = 2. Sea (c,d) abierto bdsico en R tal que 2 € (c,d).
Como ¢ < 2, existe g € R tal que c < ¢ <2yl < q<2. Dado que 2 < d,
evistep € R tal que 2 <p<dy2<p<3.

Ast, (¢, d)N(1,2) # 0 y (¢,d)N(2,3) # O, dos elementos distintos de N1 UN5.
Por lo tanto N1 U N3, no es familia discreta de R.

Lema 2.1.11. Sea X un espacio topoldgico. Si N es una familia discreta de
X, entonces la familia M = {(Ny,...,N;) C F(X) : Ny,...,N, € N} es
una familia discreta de F,(X).

Demostracidn. Sea {z1,...,z,} € F,(X). Como N es una familia discreta
de X, por cada j € {1,...,r}, existe un abierto U; en X tal que z; € U; y
U; intersecta a lo mds un elemento de N. Notemos que (Ui, ...,U,) es un
abierto en F,(X) y {xy,...,z.} € (Uy,...,U,).

Probaremos que (Uy, ..., U,) intersecta a lo més un elemento de .

Sean (Ny,...,N.) # (Ny,...,N;) € M, tales que (Uy, ..., U NNy, ..., N;) #

Oy (U,...,U) N (Ny,...,N.,) # (. Demostraremos que {Ni,...,N;} =
{Ny,...,N,}.
Tomemos {z1,...,2,} € (Uy, ..., U )N (N1, ..., N;). Como {z,...,2,}NU; #
!
() para todo i € {1,...,r} y {z1,..., 2} C U N;, para cada ¢ € {1,...,r},
j=1

existe j; € {1,...,1} tal que U; N N;, # 0. Asi, por la eleccién de cada U;, U;

sélo intersecta a N; para cada i € {1,...,7}.

Ahora, como {z1,...,2,} NN, # 0, paratodo j € {1,...,l} y{z1,...,2,} C
Ui, existe i; € {1,...,7} tal que N; NU;; # (. De lo anterior, si k €

=1

{1,...,s} es tal que N, & {Ny,..., N;}, entonces N, N (|J U;) = 0, obtene-
i=1

mos una contradiccién. Por lo que {N,...,N.} € {Ny,...,N;}.

Por otra parte, dado que (Uy,...,U.) N (Ny,...,N.) # 0, de manera simi-

lar a lo anterior, se puede probar que {Ny,...,N;} C {N,...,N.}. Asi,

{Nla'--aNl} = {NiaaN;} y <N£>7N;> = <N17"'7Nl>'

Por lo tanto (Uy,...,U,) intersecta a lo méds un elemento de 0N, lo que con-

cluye la prueba del Lema. O]
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2.1.4. Estrellas

Definicién 2.1.12. Sean U una cubierta de X y A C X. La estrella de A
con respecto a U es el conjunto St(A,U) =\J{U eUd : ANU # 0}. Cuando

A = {z}, usaremos por conveniencia la notacion St(x,U).

Lema 2.1.13. Sea X un espacio topoldgico. Si G es una cubierta abierta de
X, 6 = {<G1,,Gk> . Gl,...,Gk S Q yl{? € {1,,n}} Yy {xl,...,xr} S
F,.(X), entonces

St({xy1,...,2,.},8) C (St(x1,G), St(xs,G),...,St(x,,G)).

Demostracion. Por el Lema 1.1.10, & es cubierta abierta de F,(X). Sea
{v1,.. .y} € St({x1,..., 2.}, ). Entonces existe (Gy,...,Gg) € & tal que
{v1,--ueb, {x1, ..., 2.} € (G1,...,Gk). A continuacién probaremos que:

(Gy,...,GL)y C (St(x1,G),St(z2,G),...,St(z,,G)).

Consideremos {z1,...,%,} € (G1,...,Gk). A continuacién vamos a probar
que {z1,...,2,y N St(x;,G) # 0 para cada j € {1,...,r}. Sea j € {1,...,r}.
Como {xy,...,x-}, {21,..., 2y} € (G1,...,Gy), existen j € {1,...,r}, t €
{1,...,p} ym e {L,... k} tales que z;, 2 € Gp,. Asi, z, € St(z;,G).

Ahora veremos que {z1,...,2,} C U St(z;,G). Sea I € {1,...,p}. Dado
que {x1,...,2,.},{z1,...,2,} € <G1,].:.1. ,Gy), existen m € {1,... )k} y j €
{1,...,r} tales que z;, z; € G,,. De donde, 2, € St(z;,G) y 2 € CJ St(z;,G).
Asi, {21, 2} € (St(z1,G), St(22,G), ..., St(x,. G)). "~

Por lo que:
<G17 SR Gk> - <St(l’1,g), St($27g), SRR St(l’“g»

De lo anterior {yi,...,y:} € (St(z1,G), St(x2,G),...,St(z,,G)).
Por lo tanto:

St({z1,...,2,.},®) C (St(x1,G), St(x2,G), ..., St(x,,G)).
[

Lema 2.1.14. Sean X un espacio topologico, Y C X un subespacio de X y
G una cubierta de X. Entonces para cada y € Y, St(y,GNY) C St(y,G),
donde GNY ={GNY :G € G}.
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Demostracion. Sea w € St(y,G NY), entonces existe G € G tal que w,y €
G NY. De aqui que w € St(y,G).
Por lo tanto St(y,GNY) C St(y,G). O

2.1.5. Bases locales

Definicién 2.1.15. Sean X un espacio topologico y x € X. Decimos que
b C 7x es una base local de x si para cada U € Tx que contiene a x, existe
B e S tal quex € BC U.

Observacion 2.1.16. Sean Z un conjunto yx € Z. Si Q = {Qn}>_, es una
sucesion de subconjuntos de Z tal que x € Q,, para todo m € N. Veremos que
siempre es posible obtener una nueva sucesion decreciente apartir de Q. Para
ello, basta considerar la siguiente construccion: para m = 1, consideremos
Q’l = Q1 y param = 2, sea Q;n = le—l N Q.. Usando induccion, obtenemos
la sucesion Q = {Q,}°_,. Es claro que Ql(mﬂ) C Q,, para todo m € N.

Lema 2.1.17. Sean X un espacio topolégico y {x1,...,z,} € F,(X). Si cada
U = {Ujm}o_y es base local de x; para cada j € {1,...,7}, entonces

U= {<U1,m, .. -,Ur,m> : Uj7m S Z/{j,j S {1, . 77”}}?)2:1
es base local de {x1,...,z,} en F,(X).

Demostracion. Por la Observacion 2.1.16, podemos suponer sin pérdida de
generalidad que cada U; es una sucesiéon decreciente. Sea ¥V un abierto en
F,.(X) tal que {x1,...,2,} € W. Consideremos W7, ..., W; abiertos en X
tales que {x1,...,z,} C (Wy,..., W)

C W. Tomemos j € {1,...,r}. Como cada W, es abierto en X y U; es
base local de x;, existe m; € N tal que x; € Uj,, C W,,. Notemos que
{z1,.. vz} € Uiys oo, Upimy) © Wayy oo, W) C (W, ..., W) (ver Le-
ma 1.1.3). Ahora, sea m = max{my,...,m,}. Dado que U; es sucesién de-
creciente, para cada j € {1,...,7}, x5 € Uj,, C Ujp, C Wy, Asi, por
el Lema 1.1.3, {z1,...,2.} € (Uim,...,Urm) C W. De lo anterior y de
que (U, ..., Unm) € Y, concluimos que 4 es base local de {xy,...,x,} en
F.(X). m
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2.2. Espacios de Lasnev

Definicién 2.2.1. Un espacio topoldgico es de Lasnev si es la imagen cerrada
de un espacio métrico.

Ejemplo 2.2.2. Sea Y el espacio cociente obtenido de R identificando los
enteros a un punto. Veremos que Y es un espacio de Ldsnev que no es me-
trizable.

Para verficar que Y es un espacio de Lasnev basta con probar que la proyec-
cion natural p : R =Y es cerrada y continua.

Es claro que p es continua, ya que estamos considerando la topologia cocien-
te, v ={U CY :p Y(U) € 7.}

Para ver que p es cerrada, recordemos el siguiente resultado:

La proyeccion natural p : R —'Y es cerrada si y solo si para cada cerrado A
en X, la union de todas las clases de equivalencia cuya union es A es cerrada
en X. De lo anterior tenemos que Y es un espacio de Lasnev.

Para probar que Y no es métrico es suficiente ver que Y no es primero nume-
rable. Sea [0] = Z . Vamos a probar que no existen bases locales numerables de
[0]. Supongamos que {V;,}nen €s una familia numerable de subconjuntos abier-
tos del [0]. Como V,, es un abierto del [0], entonces Z = p~*([0]) C p~1(V},).
Notemos que p~*(V,) es abierto de m para todo m € Z. Entonces p~'(V},)
es abierto de n en R. Asi, existe z,, € p~1(V},) tal que 0 < |n — x,| < 1/2.
Consideremos U = R—{x, }nen , €s claro que U es abierto en R. Observemos
que p(U) es abierto, ya que p~*(p(U)) = U y U es abierto en R. Ahora, como
z, € p~*(V,) = U, tenemos que p~*(V,,) € U. De lo anterior V,, € p(U), para
todo n € N. Por lo tanto {V, }n,en no puede ser base local de [0].

Lema 2.2.3. Sea X un espacio de Lasnev. SiY C X es un subespacio de
X, entonces Y es un espacio de Lasnev.

Demostracion. Supongamos que X es un espacio de Lasnev. Entonces existe
un espacio métrico Z y una funcién g : Z — X continua, cerrada y supra-
yectiva. Sea Z' = g~ (V). Claramente, Z" es métrico y g;z : Z' — Y es una
funcién continua y suprayectiva. Para probar que g7/ es una funcién cerrada.
Sean K un cerrado en Z' y A un cerrado en Z tales que K = Z'N A. Usando
que g(A) es cerradoen X y g(K) =g(Z'NA)=g(g ' (Y)NA) =Y ng(A),
g(K) = gjz/(K) es cerrado en Y.

Por lo tanto Y es un espacio de Lasnev. O
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Lema 2.2.4. Sea X es un espacio de Lasnev. Si f : X — Y es una funcion
continua, cerrada y suprayectiva, entonces Y es un espacio de Lasnev.

Demostracion. Como X es un espacio de Lasnev, existe un espacio métrico
Z y una funcién g : Z — X continua, cerrada y suprayectiva. Consideremos
fog:Z — Y. Entonces fog es una funcién continua, suprayectiva y cerrada.
Por lo tanto Y es un espacio de Lasnev. O

Teorema 2.2.5. Sea X un espacio topoldgico. Si F,(X) es un espacio de
Lasnev, entonces X es un espacio de Lasnev.

Demostracion. Como Fj(X) es un subespacio de F,,(X), por el Lema 2.2.3,
F1(X) es de Lasnev. Asi, dado que Fi(X) es homeomorfo a X, por el Lema
2.2.4, X es de Lasnev. O

2.3. Separablilidad

Definicién 2.3.1. Decimos que un espacio topologico es separabale si éste
contiene un subconjunto denso numerable.

Teorema 2.3.2. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es separable si y
sélo si F,,(X) es separable.

Demostracion.

=|Sea D un subconjunto denso numerable de X. Sea © = {{dy,...,d;} €
F.(X) : dy,...,d, € D}. Notemos que © es numerable. Para ver que © es
denso en F,,(X), sean Y abierto no vacio en F,,(X) y {x1,..., 2.} € U. Enton-
ces existen abiertos Uy,...,Us en X tales que {zy,...,2,.} € (Uy,...,Us) C
U. Por el Lema 1.1.3, (U,,,...,U,.) C (Uy,...,Us) C U. Como D es un
subconjunto denso en X y cada U,; es abierto en X, elegimos d; € D N Uy,
por cada j € {1,...,r}. Asi, {dy,...,d,} € DN (U,,,...,U,,) CU.

Por lo tanto F,,(X) es separable.

< | Sea ® un subconjunto denso numerable de F,(X). Sea D = [J©. Note-
mos que D es numerable. Para ver que D es denso en X. Sea U abierto no
vacio en X. Como D es denso en F,(X), existe A € © N (U). Consecuente-
mente U N D # ().

Por lo tanto X es un espacio separable. O
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2.4. Primero numerable

Definicién 2.4.1. Decimos que un espacio topoldgico es primero nume-
rable si cada uno de sus puntos tiene una base local numerable.

Teorema 2.4.2. Sea X un espacio topologico. Entonces X es primero nu-
merable si y solo si F,(X) es primero numerable.

Demostracion.
=] Sea {z1,...,z,} € F,(X). Como X es primero numerable, por cada
j € {1,...,r}, existe una base local numerable U; = {U;,}>_, de z;.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que cada U; es decreciente. Sea
U={(Uim, - Urm) : Ujm € U;}5°_,. Notemos que 4l es numerable. Por el
Lema 2.1.17, 4l es base local de {z1,...,z,} en F,(X).

Por tanto F,(X) es primero numerable.

< | Seax € X. Como F,(X) es primero numerable, existe una base local nu-
merable U = {U,, }5°_, de {z}. Para cadam € N, sea U,,, = | JU,,,. Claramente
U,, contiene a x. Por el Lema 1.1.6, U,, es abierto en X. Probaremos que
{Un }oo_, es base local de x. Sea W un abierto en X tal que 2 € W. Dado que
{z} € (W) y U es base local de {z}, existe m € N tal que {z} € U,, C (W).
De lo anterior x € U, = U,, C |J(W) = W. Concluimos que {U,,}>°_; es
base local numerable de x en X.

Por lo tanto X es primero numerable. O]

2.5. Base por parejas

Definicién 2.5.1. Diremos que P C P(X) x P(X) es base por parejas en
X si se satisfacen las siguientes condiciones:

(1)Para cada (A, B) € P, A es abierto en X.

(2)Para cada x € X y cada vecindad U de x en X, existe (A, B) € P tal que
AcCcBcCU.

Ejemplo 2.5.2. Sea X un espacio topolégico. Si 5 es base para Tx, entonces
P =0 x [ es una base por parejas .

Teorema 2.5.3. Sea X un espacio topologico. Entonces X tiene una base
por parejas si y solo si F,,(X) tiene una base por parejas.
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Demostracion.
= | Sea P una base por parejas de X. Consideremos

m:{<<P117"'7P1k>7<P217---7P2k>):(P1j7P2j)€’P7jE{1,...,k}y

ke{l,... n}).

Probaremos que ‘B es base por parejas de F,(X). Dado que para cada j €
{1,...,k}, P1j es abierto en X, es claro que se satisface la condicién 1). Para
probar la condicién 2), tomemos {zy,...,z,} € F,(X) y U un abierto en
F,(X) tales que {x1,...,2,} € U. Entonces existen U, ...,Us abiertos en
X tales que {z1,...,z.} € (Uy,...,Us) CU. Sea j € {1,...,r}. Como P es
base por parejas de X y cada U,, es abierto en X, existe (Py;, Pp;) € P tal
que z; € Pi; C Pyj C Uy;. Por el Lema 1.1.3, {z1,...,2,} € (Pi1,...,P,) C
(Pyr, ..., Py C (Upyy...,Upy C(Up,..., Uy CU.

Por lo tanto P es base por parejas de F,(X).

< | Sea 3 una base por parejas de F,,(X). Veremos que

P = {UP1,U732 (P, P2) € B}

es una base por parejas de X. Por el Lema 1.1.6, | JP; es abierto en X para
cada (P1, P2) € B. Para probar la condicién 2), tomemos x € X y U abierto
en X tal que z € U. Entonces (U) es abierto en F,,(X) y {z} € (U). Como
B es base por parejas de F,(X), existe (P1,P2) € ‘B tal que {z} € P, C
Py C <U> ASf, x € Upl C UPQ C U<U> =

Por lo tanto P es base por parejas de X. O]

2.6. Regularidad

Definicién 2.6.1. Un espacio topologico X es un espacio regular, si satis-
face las siguientes condiciones:

a)X esT).

b)Para cualquier cerrado F en X yax € X — F existen subconjuntos abiertos
UyV en X ajenos tales quex e U y F C V.

El siguiente resultado muestra otra forma de determinar cuando un espacio
topoldgico es regular.
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Teorema 2.6.2. Sea X un espacio topolégico y'T. Entonces X es un espacio
reqular si y solo si para cada x € X y cada abierto U en X tales que x € U,
existe un abierto V- en X tal que x € V C Clx(V) C U.

Teorema 2.6.3. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es un espacio
reqular si y sélo si F,,(X) es un espacio regular.

Demostracion.

= | Utilizaremos el Teorema 2.6.2 para probar que F,(X) es un espacio
regular. Para ello, tomemos {z1,...,z,} € F,(X) y U abierto en F,(X) tal
que {z1,...,x.} €U. Sean Uy, ..., U, abiertos en X tales que {zy,...,z,.} €
(Uy,...,Us) C U. Por el Lema 1.1.3, (U,,,..., U, ) C (Uy,...,Us) C U.
Sea j € {1,...,7}. Como X es un espacio regular y cada U,, es abierto en
X, existe V; abierto en X tal que z; € V; C Clx(V;) C Uy;. Por el Lema
1.1.3, {zy,...,z.} € (V4,..., V) C (Clx(V1),...,Clx(V;)) C U. Utilizando

el Lema 1.1.8, concluimos que F,(X) es un espacio regular.

<] Dado que F,(X) es un espacio regular entonces Fj(X) también lo es.
Por el Teorema 1.2.10, X es un espacio regular. O

2.7. Compacidad Local

Definicién 2.7.1. Decimos que un espacio topologico es localmente com-
pacto si cada uno de sus puntos tiene una vecindad compacta.

Lema 2.7.2. Sea X un espacio topologico y de Hausdorff. Entonces X es
localmente compacto si y solo si para todo x € X existe una vecindad abierta
U de x tal que la cerradura de U es compacta.

Demostracion.
= | Sean x € X y V una vecindad compacta de X. Consideremos U abierto
en X, tal que z € U C V. Como X es de Hausdorff y V' es un subconjunto

compacto de X, V es cerrado en X. Dado que Clx(U) C Clx(V) =V un
compacto de X, entonces Clx(U) es compacto de X.

<] Esta implicacién es clara de la definicidn. ]

Observacion 2.7.3. Notemos que st X un espacio reqular, x,y € X y U,V
abiertos en X tales que v € U, y € V. Veremos que siempre es posible
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obtener abiertos P,Q en X para los cuales Clx(P)NClx(Q) = 0. Para ello,
notemos que como X es de Hausdorff existen A y B abiertos ajenos tales
que x € A yy € B. Entonces ANU, BNV son abiertos ajenos en X tales
quex € ANU,ye BNV. Como X es reqular existen abiertos P, Q) en X
tales que v € P C Clx(P) C ANU, y € Q C Clx(Q) C BNV. Claramente
Clx(P)NClx(Q) = 0.

Teorema 2.7.4. Sea X un espacio topologico. Si X es un espacio localmente
compacto y de Hausdorff, entonces X es un espacio reqular.

Demostracion. Dado que todo espacio localmente compacto y de Hausdorff
es un espacio de Tychonoff (ver [3], p. 178) y todo espacio de Tychonoff es
regular (ver [3], p. 210). Tenemos que todo espacio localmente compacto y
de Hausdorff es un espacio regular. O

Lema 2.7.5. Sea X un espacio de HausdorffyY C X un subespacio cerrado.
Si X es localmente compacto, entonces Y es localmente compacto.

Demostracion. Sea y € Y. Como X es localmente compacto, existen U
abierto en X y K un compacto de X tales que y € U C K, entonces
yeUNY Cc KNY. Notemos que U NY es abierto en Y. Dado que K
es compacto de X y X es de Hausdorff, K es cerrado en X y K NY es
cerrado en X. Como K NY C K un compacto, entonces K NY es compacto
de Y. Por lo tanto Y es localmente compacto. O]

Lema 2.7.6. Sea X un espacio localmente compacto. Si f : X =Y es una
funcion continua, suprayectiva y abierta, entoncesY es un espacio localmente
compacto.

Demostracion. Sea y € Y. Como f es suprayectiva, existe x € X tal que
f(x) = y. Dado que X es localmente compacto, existe una vecindad compacta
K de xz en X. Consideremos U abierto en X tal que x € U C K. Notemos
que y € f(U) C f(K). Dado que f es una funcién continua y abierta, f(K)
es un subconjunto compacto de Y y f(U) es abierto en Y. De lo anterior,
f(K) es una vecindad compacta de y en Y.

Por lo tanto Y es localmente compacto. O

Teorema 2.7.7. Sea X un espacio topologico. Entonces X es localmente
compacto si y sdlo si F,(X) es localmente compacto.
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Demostracion.

= | Para probar que F,(X) es localmente compacto utilizaremos el Lema
2.7.2. Por el Lema 1.2.11, F,,(X) es un espacio de Hausdorff. Sean {z1, ..., z,}
€ F,(X) y U abierto en F,(X) tales que {xy,...,z,} € U. Entonces existen
Ui, ..., Us abiertos en X tales que {xy,..., 2.} € (Uy,...,Us) CU. Dado que
X es un espacio regular y cada U,, es abierto en X. Para cada j € {1,...,7}
existe W; abierto en X tal que x; € W; C Clx(W;) C U,;, con la Clx (W)
un compacto. Por la Observacién 2.7.3, podemos suponer sin pérdida de ge-
neralidad que Clx (W) N Clx (W) = 0 cuando j # k. Por los Lemas 1.1.3 y
1187 {Il, c. ,ZL‘T} S <W17 ey WT> C <Clx(W1), N Clx(Wr»

Finalmente probaremos que Clg, x)((W1,...,W;)) es compacto en F,(X).
Por el Lema 1.2.9, (Clx(W,),...,Clx(W;)) es homeomorfo a un producto
finito de espacios compactos. Entonces (Cly(W;),...,Cly(W,)) es un sub-
conjunto compacto de F,(X).

Por lo tanto F,,(X) es localmente compacto.

< | Por el Teorema 1.2.10, F;(X) es cerrado en F,,(X) y por el Lema 2.7.5,
F1(X) es localmente compacto. Por otra parte, usando el Teorema 1.2.10 y
el Lema 2.7.6, tenemos que X es un espacio localmente compacto. O

2.8. Espacios césmicos

Definicién 2.8.1. Decimos que un espacio topologico X es un espactio
cosmico, si tiene una red numerable.

Ejemplo 2.8.2. 57 X es un espacio topoldogico seqgundo numerable, entonces
X es un espacio cosmico. Al ser X un espacio sequndo numerable, existe una
base numerable en X. Consecuentemente por el ejemplo 2.1.6, X tiene una
red numerable.

Teorema 2.8.3. Sea X un espacio topologico. Entonces X es cosmico si y
sélo si F,,(X) es cdsmico.

Demostracion.
=] Sean A una red numerable en X y

N={(Ny,....,N): Ni,....N e Nyle{l,. . n}}.

Es claro que 91 es numerable. Por el Lema 2.1.7, 91 es una red en F,,(X).
Por lo tanto F,,(X) es un espacio césmico.
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<] Sea 9 una red numerable en F,(X). Consideremos
M ={N eN:NNF(X)#0}y M ={{JN: N e}

N; es numerable. Probaremos que A es red. Sean x € X y U un abierto en
X, tales que € U. Entonces (U) es abierto en F,(X) y {z} € (U). Como
N es red en F,(X) existe N' € N, tal que {z} € N C (U). Notemos que
N €Ny, ya que {z} € N1 N Fi(X).

Claramente x € [JN C U, asi N] esred en X. Por lo tanto X es cdsmico. [

2.9. N,- espacios

Definicién 2.9.1. Una familia Q de subconjuntos de X es pseudobase en
X st para cada compacto C' de X y cada abierto U en X tales que C' C U,
existe P € P tal que C C P C U.

Ejemplo 2.9.2. Toda base en X cerrada bajo uniones finitas es pseudobase
en X.

Sea [ una base para la topologia de X, con [ cerrada bajo uniones finitas.
Probaremos que 3 es una pseudobase en X . Sean C' un subconjunto compacto
de X y U abierto en X tales que C' C U. Como U es abierto entonces U =

U B. Dado que C C U y C es un subconjunto compacto, existe una cantidad
Bep
finita de elementos de 3, digamos By, ..., B,, tales que C C By U ... U B,,.

Claramente L=B;U...UB,, € yestal que C CLCU.
Por lo tanto B es una pseudobase en X.

Definicién 2.9.3. Decimos que X un espacio topologico es un N,-espacio
si X es reqular y tiene una pseudobase numerable.

Ejemplo 2.9.4. Sea X un espacio métrico y separable. St cualquier base
para la topologia de X es cerrada bajo uniones finitas, entonces X es un N,-
espacio.

Como X es un espacio métrico y separable, entonces X es sequndo numerable.
Sea B una base numerable para la topologia de X, entonces 5 es cerrada bajo
uniones finitas. Usando el ejemplo 2.9.2, tenemos que 3 es una pseudobase.
Por tanto B es una pseudobase numerable y tenemos que X es un N, -espacio.
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Para probar los Lemas 2.9.14 y 2.9.15, se tomaran en cuenta las definiciones
y proposiciones siguientes, las cuales dejaremos sin prueba pues quedan fuera
del objetivo de este trabajo.

Definicién 2.9.5. Sean U, P familias de subconjuntos de X . Decimos que P
es una U — pseudobase, si para cada C compacto y U € U tales que C C U
existe P € P tal que C C P C U.

Definicién 2.9.6. Decimos que una funcion continua f : X — Y es com-
pactamente cubierta. Si cada subconjunto compacto de'Y , es la imagen de un
subconjunto compacto de X.

Definicion 2.9.7. Sean U,U" familias de subconjuntos de X. Decimos que
U' es un refinamiento de U, si para cada U € U', existe U € U tales que
UcUy U U eld}=U{U:UecU}. Cuando todos los elementos de

U’ son abiertos en X, diremos que U’ es un refinamiento abierto de U.

Definicién 2.9.8. Sea X un espacio topologico y U una familia de subcon-
juntos de X . Decimos que U es una familia localmente finita st y sélo si cada
xr € X posee una vecindad que intersecta a lo mas una coleccion finita de
elementos de U.

Definicién 2.9.9. Un espacio topologico X es paracompacto si cualquier
cubierta abierta de X tine un refinamiento abierto localmente finito.

Proposicién 2.9.10. Sean X un espacio topolégico de Hausdorff y S una
subbase para X. Entonces X tiene una pseudobase numerable si y solo si
tiene una S — pseudobase numerable.

Proposicién 2.9.11. 5i X es un N,-espacio, entonces X es un espacio pa-
racompacto.

Proposicién 2.9.12. Si X es un espacio paracompacto y f : X — Y es
continua, cerrada y suprayectiva, entonces f es compactamente cubierta.

Proposicién 2.9.13. St f : X — Y es compactamente cubierta y X tiene
una pseudobase numerable, entonces Y tiene una pseudobase numerable.

Lema 2.9.14. Todo producto finito de X,-espacios es un R,-espacio.
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n
Demostracion. Sea Q = ][ X;, donde cada X; es N,-espacio. Como cada
i=1
X, es regular, entonces () es un espacio regular. Sea S la subbase para

formada por todos los subconjuntos 7; ' (U;), donde U; es abierto en X; para
todo ¢ € {1,...,n}. Por la proposicién 2.9.10, es suficiente encontrar una
S — pseudobase numerable.

Para cada i € {1,...,n} consideremos una pseudobase numerable P; para
X;yP={m"(P)CQ:P € Pyic{l...,n}} Probaremos que P es
una S — pseudobase. Sean C' compacto de () y U; abierto en X; tales que
C c m; Y(U;). Entonces m;(C) C U; y m(C) es compacto de X;. Dado que P;
es pseudobase numerable para X; existe P; € P; tal que m;(C') C P, C U;. De
aqui que C' C m; H(P) C 7, Y (Uy).

Por lo tanto P es S — pseudobase y () un N,-espacio. n

Lema 2.9.15. 5i X es un X,-espacio y f : X — Y es una funcion cerrada,
continua y suprayectiva, entonces Y es un N,-espacio.

Demostracion. Como X es un N,-espacio. Por la Proposicion 2.9.11, X es
paracompacto y consecuentemente normal, dado que toda imagen continua
y cerrada de un espacio normal es normal, Y es normal y entonces regular.
Por las Proposiciones 2.9.12 y 2.9.13, Y tiene una pseudobase numerable.

Por lo tanto Y es un N,-espacio. O

Teorema 2.9.16. Sea X un espacio reqular. Entonces X es un N,-espacio
si y solo si F,(X) es un R,-espacio.

Demostracion.
= | Del Lema 2.9.14, X™ es un N,-espacio. Por el Teorema 1.2.3 y el Lema
2.9.15, F,,(X) es un X,-espacio.

<] Sea 9 una pseudobase numerable en F,,(X). Consideremos
N ={{JNCX:Nen}

Es claro que N es numerable. Veamos que N; es pseudobase en X. Para
ello, tomemos C' un compacto de X y U un abierto en X tales que C' C U.
Por el Teorema 1.2.3, la funcién f, es continua, asi, F,,(C) es compacto de
F,(X). Dado que 91 es pseudobase en F,(X) y (U) es abierto en F,(X) con
F,(C) C (U), existe N' € M tal que F,(C) € N C (U). De lo anterior
C =UF.(C) c UN c J{U) = U. Concluimos que N; es pseudobase en
X. Por lo tanto X es un N, -espacio. O
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2.10. o-espacios

Definicién 2.10.1. Una familia N de subconjuntos de X es una red o-
discreta, si N es una red en X y es unién numerable de familias discretas
de subconjuntos de X .

Definicién 2.10.2. Un espacio topologico X es un o-espactio si tiene una
red o-discreta.

Lema 2.10.3. Sea X un o-espacio. St Y C X es un subespacio de X, en-
tonces Y es o-espacio.

oo
Demostracion. Sea N = |J N, una red o-dicreta en X. Para cada j € N,
j=1

consideremos N; NY = {N;NY : N; € N;}. Veremos que M = |J (N;NY)
=1

es una red o-dicreta en Y.

Primero probaremos que para cada j € N, A; NY es familia discreta de
subconjuntos de Y. Sean j € Ny y € Y. Dado que N, es familia discreta de
subconjuntos de X, existe U abierto en X tal que y € U y U intersecta a lo
més un elemento de ;. De aqui que Y NU es abierto en Y tal que y € YNU.
Para probar que Y N U intersecta a lo mds un elemento de A; NY, vamos
a suponer que existen N;, # Ny, € Nj tales que (Y NU)N (N, NY) #0y
(Y NU) N (N, NY) # 0. De lo anterior UNN;, # 0y UN Ny, # 0, lo cual
es una contradiccién. Asi A; NY es familia discreta de subconjuntos de Y.
Ahora, veremos que M es red en Y. Sean y € Y, W abierto en Y y V
abierto en X tales que y € W = VNY. Como N es red en X, existen
JENyY N, €Nj, tales que y € N, C V. Esclaroquey € N, NY C Wy
N,NY € N; NY. Concluimos que M es una red o-discreta.

Por lo tanto Y es un og-espacio. 0

Lema 2.10.4. Sea X un o-espacio. Si f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces Y es un o-espacio.

oo
Demostracion. Sea N = |J N; una red o-discreta en X. Para cada j € N,
j=1

consideremos f(N;) = {f(N;) : N; € N,}. Sea M = Ej f(N;). Probaremos
=1

que M es una red o-dicreta en Y. Notemos que para cada j € N, f(N;) es
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familia discreta de subconjuntos de Y. Sea ;7 € Ny y € Y, por la biyec-
tividad de f existe x € X, tal que f(z) = y. Como N, es familia discreta
de subconjuntos de X, existe U abierto en X tal que z € U y U intersecta
a lo méds un elemento de N;. Dado que f es abierta, f(U) es abierto en Y,
tal que y € f(U). Para probar que f(U) intersecta a lo mas un elemento de
f(N;) supongamos que existen Ny, # N,,,, € N tales que f(U) N f(N;,) # 0
y f(U) N f(Np,) # 0. Por la biyectividad de f, UNN;, # 0y UN Ny, # 0,
lo cual es una contradiccién. Asi, f(N;) es familia discreta de subconjuntos
de Y.

Ahora, veremos que M es red en Y. Sean y € Y y W abierto en Y tales que
y € W. Entonces f~1(WW) es abierto en X y existe z € X tal que f(x) = y.
Como N esred en X y x € f~'(W) existen j € Ny N, € Nj tales que
ze N, C f7Y(W).Esclaro quey € f(N;,) C Wy f(N,) € f(N;). Conclui-
mos que M es una red o-discreta.

Por lo tanto Y es un o-espacio. O

Teorema 2.10.5. Sea X un espacio topolégico. Si F,(X) es un o-espacio,
entonces X es un o-espacio.

Demostracion. Por el Lema 2.10.3, Fi(X) es un o-espacio. Del Teorema
1.2.10 y el Lema 2.10.4, X es un o-espacio. O

2.11. Espacios Desarrollables

Definicién 2.11.1. Un espacio topologico X es desarrollable si existe una
sucesion {Gn}50_, de cubiertas abiertas de X tal que para cada x € X,
{St(x,Gn)}e°_, es base local de x. Llamaremos desarrollo de X a la familia

{Gm}=1-

Lema 2.11.2. Sea X un espacio desarrollable. SiY C X es un subespacio
de X, entonces Y es un espacio desarrollable.

Demostracion. Sean y € Y y {G,,}5°_, una sucesién de cubiertas abiertas
de X tal que {St(y,Gn)}_; es base local de y en X. Para cada m € N,
consideremos G,, Y = {G,,NY : Gy, € G, }. Claramente {(G,,NY)}>2_; es
una sucesion de cubiertas abiertas de Y. Probaremos que {St(y,G,,NY)}>_,
es base local de y en Y. Para ello, tomemos V' abierto en Y y W abierto en X
tales que y € V = WNY. Entonces existe m € N tal que y € St(y,G,,) C W.

De aqui que y € G,,, para algin G, € G,,,. Asi, y € G,,NY € G, NY por
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lo que y € St(y,G,n NY). Solo nos falta ver que St(y,G,, NY) C V. Sea
z € St(y,G, NY), entonces existe G, € Gy, tal que z,y € G, NY. Asi,
z € St(y,Gm) C W. De lo anterior z € V' 'y St(y,G,, NY) C V. Concluimos
que {St(y,Gn NY)}o_, es base local de y en Y.

Por lo tanto Y es un espacio desarrollable. O

Lema 2.11.3. Sea X un espacio desarrollable. Si f : X —'Y es un homeo-
morfismo, entonces Y es un espacio desarrollable.

Demostracion. Seany € Yy {G,,}o°_, una sucesién de cubiertas abiertas de
X que satisface la Definicién 2.11.1. Para cada m € N, consideremos f(G,,) =
{f(Gn) : Gy, € G }. Claramente como f es funcién abierta, {f(G,)}50_ es
una sucesién de cubiertas abiertas de Y. Probaremos que {St(y, f(Gm))}2_,
es base local de y en Y. Para ello, tomemos W abierto en Y tal que y €
W. Sea z € X tal que f(z) = y. Como {St(x,G,)}5o_, es base local de
z en X, f71(W) es abierto en X y z € f~}(W), existe m € N tal que
z € St(z,G,) C fTYW). Asi, x € G,, para algin G,, € G,,. De lo anterior
y € f(Gm) € f(Gm) vy y € SUy, f(Gn))-
Por tltimo necesitamos ver que St(y, f(Gn)) C W. Sea z € St(y, f(Gn)),
entonces existe G,,, € G,, tal que y,z € f(G,,). Tomemos w € G, tal que
f(w) = z, entonces w € St(x,G,,) C f~'(W). De lo anterior = € Wy
St(y, [(Gm)) € W.
Concluimos que {St(y, f(Gm))}5o_, es base local de y en Y. Por lo tanto YV
es un espacio desarrollable.

[

Lema 2.11.4. Sea {V,,,}5o_, un desarrollo de X. Por cadam € N, definimos:

gm:{ﬂvj:VjGVjpamtodojE{l,...,m}}.

j=1
Entonces {G,, }50_, es un desarrollo de X .

Demostracion. Por el Lema 1.1.11, {G,,}°°_; es una sucesién de cubiertas
abiertas de X. Sea x € X. Veremos que {St(x,G,,)}5°_, es base local de = en
X. Sea W abierto en X tal que o € W. Como {St(x,V,,)}5o_, es base local
de z en X, existe m € N tal que = € St(x,V,,) C W. Asi, z € V,, para algin
Vin € V. Sea j € {1,...,m — 1}. Dado que V; es cubierta de X por cada j,

m—1
existen V; € V; tales que € Vj, de aqui que z € ( () V;NV,,) € Gy De lo
j=1
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anterior x € St(x,G,,). Para probar que St(z,G,,) C W. Sea y € St(z,G,),
entonces existe G, € G,, tal que z,y € G,,. Claramente y € St(x,V,,) y dado
que St(x, V) C W, concluimos que St(x,G,,) C W. Asi, {St(z,Gmn)}oo_, es
base local de z en X.

Por lo tanto {G,,}5°_, es un desarrollo de X. O

Teorema 2.11.5. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un espacio
desarrollable si y sélo si F,(X) es un espacio desarrollable.

Demostracion.
=] Sea {V,,}>°_; un desarrollo de X. Para cada m € N, consideremos:

gm:{mvj;vjevj para todo j € {1,...,m}}.

j=1

Por el Lema 2.11.4, {G,,}7°_; es un desarrollo de X. Por construccién se
cumple G, 11 C G, v St(z, Gpy1) C St(x, G,,) para cada m € N y para todo
r€e€X.Seanm €Ny

®m:{<Gm,1;---7Gm,k>:Gm,la---7Gm,k Egmyke {1,,71}}

Probaremos que {®,,}°°_; es un desarrollo de F,(X). Por el Lema 1.1.10,
{&,,}5°_, es una sucesién de cubiertas abiertas de F,,(X).

Sea {x1,...,2,} € F,(X), veremos que {St({z1,..., 2.}, 8,,)}>°_, es base
local de {x1,...,2,} en F,(X). Para ello, tomemos U abierto en F,(X) tal
que {z1,...,x.} € U. Entonces existen Uy,...,Us abiertos en X tales que
{z1,...,2,} € (Ur,...,Us) CU. Sea j € {1,...,r}. Como {St(z;,Gn)}o_4
es base local de z; en X y cada U, es abierto en X, existe m; € N tal
que z; € St(x;,Gn,) C Us,,. Entonces existe m > max{my,...,m,} tal
que St(r;,Gn) C St(xj,Gp,;) para todo j € {1,...,7}. Por el Lema 1.1.3,
{z1,..., 2.} € (St(x1,Gm), ..., St(xr,Gn)) C Uy, ..., Us) C(Uy,...,Us) C
U. Por el Lema 2.1.13, St({z1,...,2,},®,,) CU.

Concluimos que {St({z1,...,2,}, &) }>°_, es base local de {z1,...,z,} en
Fo.(X) y {&,,}2°_; es un desarrollo de F,(X).

Por lo tanto F,,(X) es un espacio desarrollable.

<] Por el Lema 2.11.2, F;(X) es un espacio desarrollable. Por el Teorema
1.2.10 y el Lema 2.11.3, X es un espacio desarrollable. O
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2.12. Espacios de Moore

Definicién 2.12.1. Decimos que un espacio topolégico X es un espacto de
Moore si es un espacio reqular y desarrollable.

Teorema 2.12.2. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un espacio
de Moore si y sdlo si F,,(X) es un espacio de Moore.

Demostracion.

= | Por el Teorema 2.6.3, F,,(X) es un espacio regular y del Teorema 2.11.5,
F,.(X) es desarrollable.

Por lo tanto F,,(X) es un espacio de Moore.

< | Por el Teorema 2.6.3, X es un espacio regular y del Teorema 2.11.5, X
es desarrollable.
Por lo tanto X es un espacio de Moore. O

2.13. (Gs-diagonal

Definicién 2.13.1. Sea X un espacio topologico. Diremos que X tiene una
Gs-diagonal si existe una sucesion {G,,}5°_, de cubiertas abiertas de X tal

que para cada x € X, {z} = () St(x,Gy).
m=1

Definicién 2.13.2. Sea X un espacio, X tiene una G*s-diagonal si existe
una sucesion {G, Yoo, de cubiertas abiertas de X tal que para cada x € X,

(2} = mfjl Clx (St(x, Gn)).

Lema 2.13.3. Sea Y C X un subespacio de X. Si X tiene una Gs-diagonal,
entonces Y tiene una Gs-diagonal.
Demostracion. Sea y € Y. Como X tiene una Gs-diagonal existe {G,,}>°_;

o
sucesién de cubiertas abiertas de X tal que {z} = [ St(z,G,,) para todo

m=1
x € X, en particular {y} = () St(y,G) . Para cada m € N, consideremos
m=1
GnNY ={G,NY : G, € G}, entonces {G,,, VY }2°_, es una sucesion de cu-
biertas abiertas de Y. Probaremos que {y} = () (St(y, G, NY). Claramente

m=1
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y € St(y,G, NY), para todo m € N. Por el Lema 2.1.14, para cada m € N
Sty G (1Y) C Sty G). ASi, () SHy,Gn 1Y) € () St(y,Gon) =y}
m=1 m=1

Por lo tanto Y tiene una Gs-diagonal. O]

Lema 2.13.4. 57 X tiene una Gs-diagonal y f : X — 'Y es un homeomofis-
mo, entonces Y tiene una Gs-diagonal.

Demostracion. Sean y € Yy {G,,}5°_, una sucesién de cubiertas abiertas de
X que satisface la Definicién 2.13.1. Para cada m € N, consideremos f(G,,) =
{f(Gn) : Gy € G} Como f es funcién abierta, {f(Gn)}2°_; es una sucesiéon

de cubiertas abiertas de Y. Probaremos que {y} = () St(y, f(Gn)). Clara-

m=1

mente y € St(y, f(Gm)), para todo m € N. Ahora, sea z € ﬁ St(y, f(Gm)).

m=1
Por cada m € N, tomemos G,, € G,, tal que z,y € f(G,,). Sean z,,z, € G,
tales que f(z,) = y y f(z.) = z, entonces z, € St(z,,G,) para todo

m € N. Dado que z, € () St(zy,Gn) = {x,} tenemos que z, = z,. Asi,

z = f(z,) = f(zy) = y. De lo anterior, {y} = ﬁ St(y, f(Gm)).

m=1
Por lo tanto Y tiene una Gs-diagonal. O]

Teorema 2.13.5. Sea X un espacio topolégico. Entonces X tiene una Gs-
diagonal si y sdlo si F,(X) tiene una Gs-diagonal.

Demostracion.
=| Sea {V,,}°°_; una sucesién de cubiertas abiertas de X que satisface la
Definicién 2.13.1. Para cada m € N, consideremos:

gm:{ﬂ\/};vjevj para todo j € {1,...,m}}.

j=1
Veamos que {G,,}>°_, es una sucesion de cubiertas abiertas de X tal que
oo

para cada z € X, {z} = () St(z,Gn). Por el Lema 1.1.11, {G,,,}°°_; es una

m=1
sucesién de cubiertas abiertas de X. Sea x € X. Claramente = € St(x,G,,)

para todo m € N. Ahora, sea w € () St(x,G,,). Por cada m € N, tomemos
m=1

Gn € G tal que w,z € G,,. De lo anterior, w € St(z,V,,) para todo
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m € N. Como {z} = () St(z,Vy), entonces w = z. Asi, {G,,}>°_, satisface
m=1

lo requerido.

Por la manera en la que definimos cada G,,, se cumple que G,,.1 C G, y
St(x,Gm+1) C St(z,G,,) para todo z € X y cada m € N.

Sean m € Ny

@m:{<Gm71,...,Gm,k>ZGmJ,...,Gm,k Egmyke{l,...,n}}.

Por el Lema 1.1.10, {&,,,}°°_, es una sucesién de cubiertas abiertas de F,(X).
Sea {z1,...,2,} € F,(X). A continuacién, veremos que {{z1,...,2,}} =

N St({x1,...,2z,},,,). Por el Lema 2.1.13,
m=1

St({xy1, ..., 2.}, 8,,) C (St(x1,Gm), ..., St(x,,Gm)).

Entonces
() Stz 2}, 6) C () (StH@1,Gm), - -, Sz, Gin)).
=1 m=1

Por el Lema 1.1.12 se tiene que,

() (St(x1,Gm), - - St(xr, Gon)) = {{z1, ., 2} ).
m=1

De aqui que

ﬂ St{z1,....2:},6,) C {{z1,..., 2.} }

Claramente {{x1,...,2z,}} C () St({x1,..., 2}, B.).
m=1

Asf, {{a, .. o)} = FiSt({xl,...,xT},@m).

Por lo tanto F,,(X) tiene una Gs-diagonal.

< | Por el Lema 2.13.3, F;(X) tiene una Gs-diagonal. Del Teorema 1.2.10 y
del Lema 2.13.4, X tiene una Gs-diagonal. O]

Lema 2.13.6. Si X tiene una G*s-diagonal y' Y C X un subespacio de X,
entonces Y tiene una G*s-diagonal.
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Demostracion. Sean {G,,}5°_, una sucesién de cubiertas abiertas de X que

satisface la Definicién 2.13.2 y y € Y. Para cada m € N, definimos G,,NY =

{G,NY : G, € G}, entonces {G,,, N Y }°_, es una sucesion de cubiertas
oo

abiertas de Y . Probaremos que {y} = [\ Cly(St(y,G» NY)). Claramente

m=1

y € ) Cly(St(y,G,,NY)). Por el Lema 2.1.14, St(y,G,, NY) C St(y,Gm)
m=1

para cada m € N. Entonces [\ Cly(St(y,G,, NY) C [\ Cly(St(y,Gn) C
m=1 m=1

N Cl(St(y,G) = {0}
Por lo tanto Y tiene una G*s-diagonal. O

Lema 2.13.7. Si X tiene una G*s-diagonal y f : X — Y es un homeomor-
fismo, entonces Y tiene una G*s-diagonal.

Demostracion. Sean y € Yy {G,,}2°_, susesion de cubiertas abiertas de X
que satisface la Definicién 2.13.2. Para cada m € N, consideremos f(G,,) =
{f(Gy) : Gy € Gy }. Como f es funcién abierta { f(G,n,)}oo_; es una sucesién

de cubiertas abiertas de Y. Veamos que {y} = ﬁ Cly (St(y, f(Gn)). Clara-
m=1
mente y € ﬁ Cly (St(y, f(Gn)). Ahora, tomemos w € () Cly (St(y, f(Gm)).

m=1 m=1
Consideremos z,,z,, € X tales que f(z,) = y y f(x,) = w. Entonces

para cada m € N, z,, € [~ (Cly(St(y, f(Gn))) C Clx(St(x,,Gn)). De
aqui que z,, € () Clx(St(zy,Gn)) = {z,}. De lo anterior z,, = z, y
m=1

w= Flan) = fa,) = 5. A, {9} = () Chr (St 7(G0))
Por lo tanto Y tiene una Q*g-diagonai. O

Teorema 2.13.8. Sea X un espacio topoldgico. Entonces X tiene una G*5-
diagonal si y sdlo si F,,(X) tiene una G*5-diagonal

Demostracion.
=] Sea {V,,}>°_, una susesién de cubiertas abiertas de X que satisface la
Definicién 2.13.2. Para cada m € N. Consideremos

gm:{ﬂ‘/} VeV para todoj € {L,..,m}}.

=1
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Veamos que {G,,}>°_, es una sucesion de cubiertas abiertas de X tal que
para cada z € X, {z} = [ Clx(St(x,Gpn)). Por el Lema 1.1.11, {G,,}>°_; es
m=1
una sucesion de cubiertas abiertas de X. Claramente x € [ Clx(St(z,Gn)).
m=1

Ahora, tomemos w € () Clx(St(z,G,,)). Notemos que para cada m € N,

m=1

Clx(St(x,Gu)) C Clx(St(z, V). Entonces w € () Clx(St(z, Vi) = {z}.

m=1
Asi, w =z y {G,}>_, satisface lo requerido.

Por la manera en la que definimos cada G,,, se cumple que G,,.1 C G,, y
St(x,Gmy1) C St(z,G,,) para todo x € X y cada m € N. Sean m € Ny

G ={(Gmn1, - .Gmi): Gmi,. . .Gmr €Gnyke{l,....,n}}

Por el Lema 1.1.10, {®,,}°°_, es una sucesién de cubiertas abiertas de F,(X).
Sea {1,...,z.} € F,(X). A continuacién, veremos que

{1, ...z} = () Clp o (St({z1, 2}, 650).

Del Lema 2.1.13, se tiene que

Clp,x)(St({z1, ..., 20}, B4)) C Clp,x)((St(z1,Gm), - - -, St(xr, Gm)))-

Entonces por el Lema 1.1.7,

o0

ﬂ Clp, () (St{z1, .- 2}, 65)) C () (Clx (St(#1,Gm), - -, Clx (St(y, Gin))).

m=1
Del Lema 1.1.12,
ﬂ <CIX(St($17 gm)7 R Clx(St(l‘r, gm)> = {{xb ce 7xT}}‘
m=1

De aqui que

ﬂ Cle, x)(St({x1, .., 2.}, 8,) € {{an, .. 20}
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Claramente {{z1,...,2.}} C () Clg,x)(St({z1,...,2,},&,,). De lo ante-
m=1

rior {{z1,...,2.}} = ) Clg,x)(St({z1,..., 2.}, &),
m=1
Por lo tanto F,,(X) tiene una G*s-diagonal.

<] Por el Lema 2.13.6, F;(X) tiene una G*s-diagonal. Del Teorema 1.2.10 y
el Lema 2.13.7, X tiene una G*s-diagonal. O

2.14. «a-espacio

Definicién 2.14.1. Sea X un espacio topologico. Decimos que X es un o-
espacio si existe una funcion g : N x X — 7x, tal que para cada v € X se
satisface:

(a) ) glm.x) = {x}.

m=1
(b)Sty € g(m,z), entonces g(m,y) C g(m,x).

Lema 2.14.2. Sea X un «-espacio. Si Y C X es un subespacio de X,
entonces Y es un a-espacio.

Demostracion. Sean g : N x X — 7x una funciéon que cumple con la Defini-
cién 2.14.1. Consideremos h : N x Y — 7 dada por h(m,y) = g(m,y) NY.
La funcién h estd bien definida pues para cada (m,y) € N x Y, g(m,y) € 7x
asi, h(m,y) = g(m,y) NY € 7v. Sea y € Y. Para probar (a). Notemos que

N Almoy) = N glm,y) OV ={y}NY = {y}.

m=1
Ahora, para probar (b), seanm € Ny w € h(m,y). Como w € g(m,y), enton-
ces g(m, w) C g(m,y). Ast, h{m, w) = g(m,w) NY C g(m, y) Y = h(m,y).
Por lo tanto Y es un a- espacio. O

Lema 2.14.3. Sea X es a-espacio. Si f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces Y es un a-espacio.

Demostracion. Sea g : Nx X — 7x una funciéon que cumple con la Definicién
2.14.1. Para cada y € Y, tomemos z, € X tal que f(z,) = y. Consideremos
h:NxY — 7y dada por h(m,y) = f(g(m,z,)). Dado que g(m,z,) € 7x y
f es una funcién abierta, entonces h(m,y) = f(g(m,x,)) € 7v asi, h es una
funcion bien definida.
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Sea y € Y. Probaremos que () h(m,y) = {y}.
m=1

C| Sea w € () h(m,y), entonces w € f(g(m,z,)) para todo m € N. Asi,

m=1

zy € () g(m,z,) y como () g(m,z,) = {x,} tenemos que z,, = z,. De lo
m=1 m=1

anterior w = f(z,) = f(z,) = v.
D Como {z,} C ﬁ g(m,x,), entonces f(z,) =y € ﬁ flg(m,zy,)) =
m=1 m=1

Fﬁ h(m, y).

Concluimos que ﬂ h(m,y) = {y}.

Para probar (b), sean m € N, w € h(m,y) y z € h(m,w). Entonces z,, €
g(m,x,) y x, € g(m,x,). Dado que g(m,z,) C g(m,x,), se tiene que z, €
g(m,z,). De aqui que z = f(z,) € f(g(m,z,)) = h(m,y). Asi, h(m,w) C
h(m,y). Por lo tanto Y es un a-espacio.

[

Lema 2.14.4. Un espacio X es un a—espacio si y solo si existe una funcion
g:Nx X — 7y, tal que para cada x € X se satisface:
(1) g(m+ 1,z) C g(m,x) para todo m € N.

(2) ﬂ g(m, x) = {x}.

(3) Si y € g(m,x), entonces g(m,y) C g(m,x).

Demostracion.

=| Sea ¢ : N x X — 7y una funcién que cumple con la Definicién 2.14.1.
Definimos una funcién g : N x X — 7y por g(m,x) = () ¢'(j, ). Notemos
que para cada m € N, g es la interseccion finita de abiertz)s en X, por lo que
g esta bien definida para todo m € N.

Por definicién de g se cumple que para cada x € X, g(m + 1,2) C g(m, z).
Para probar la condicién (2). Veamos que para cada m € Ny cada z € X,

g(m,x) C ¢'(m,z). Como ﬁ g (m,z) = {z}, tenemos que ﬁ g(m,z) =

{2}, " "

Finalmente, probaremos (3). Sean m € Ny z,y € X tales que y € g(m, z).
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Entonces, y € () ¢'(j,z). Por las propiedades que tiene ¢’ para cada j €

7j=1
f,....m}, ¢Giy) © ¢(j,2). De lo anterior (1 ¢'(iy) © (1 ¢/ ). Ast,
j=1 J=1
g(m,y) C g(m, ).
Por lo tanto g satisface las condiciones (1), (2) y (3).
<« | Esta implicacién es inmediata de la Definicién 2.14.1. O

Teorema 2.14.5. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un a-espacio
si y sdlo si F,(X) es un a-espacio.

Demostracion.

=| Sea g : N x X — 7x una funcién que satisface las condiciones del
Lema 2.14.4. Sea g : N x F,,(X) — 7g,(x) dada por g(m, {z1,...,2,}) =
(g(m,x1),...,9(m,x,)). Sea {z1,...,x,.} € F,(X). Por las propiedades de ¢
y el Lema 1.1.12, tenemos que:

() gm A{zr, ...z, }) = [ {glm,21),...,g(m,z,)) = {{z1,...,2,}}.

m=1

Sean m € Ny {y1,...,u} € glm,{x1,...,2.}). Entonces {y1,...,y:} N
g(m,x;) # 0 para todo j € {1,...,r}. Para cada j € {1,...,r}, sean
Yjls- - - Yjk, los elementos de {y1, ...,y } tales que {y;1, ..., y5%,} C g(m, x;).
Como X es un a-espacio, para cada [ € {1,...,k;}, g(m,y;;) C g(m,z;).
K r
Entonces, |J g(m,y;;) C U g(m,z;). Por el Lema 1.1.5, tenemos que
=1 j=1

gm,{yi,-. . ut) = (glmpn),. -, 9(mp)) C (g(m, ), ..., g(m, z,)) =
g(m,{z1,...,z.}). Por lo tanto F,(X) es un a-espacio.

< | Por el Lema 2.14.2, F;(X) es un a-espacio. Del Teorema 1.2.10 y del
Lema 2.14.3, X es un a-espacio. [

2.15. Espacios estrictamente primero nume-
rable

Definiciéon 2.15.1. Sea X un espacio topolégico. Decimos que X es estric-
tamente primero numerable si existe una funcion g : N x X — 7x tal
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que para cada x € X se satisface:
a) {g(m,z)}>°_, es base local de x.
b) Siy € g(m,x), entonces g(m,y) C g(m,x).

Lema 2.15.2. Sea X un espacio estrictamente primero numerable. Si'Y es
un subespacio de X, entonces Y es un espacio estrictamente primero nume-
rable.

Demostracion. Sean g : N x X — 7x una funciéon que cumple con la Defini-
cién 2.15.1. Consideremos h : N x Y — 1y dada por h(m,y) = g(m,y)NY.
Notemos que la funcién h estd bien definida pues para cada (m,y) € N x
Y,g(m,y) € 7x asi, g(m,y) NY € 7v. Dado que {g(m,y)}>_, es base local
de y en X se tiene que {h(m,y)}>°_; = {g(m,y) NY}°_, es base local de y
en Y. El mismo argumento dado en la prueba del Lema 2.14.2; asegura que
la condicién (b) es cierta.

Por lo tanto Y es estrictamente primero numerable. O

Lema 2.15.3. Sea X un espacio estrictamente primero numerabble. Si f :
X =Y es un homeomorfismo, entonces Y es un espacio estrictamente pri-
mero numerable.

Demostracion. Sea g : Nx X — 7x una funcion que cumple con la Definiciéon
2.15.1. Para cada y € Y, sea x, € X tal que f(z,) = y. Consideremos
h:NxY — 1y dada por h(m,y) = f(g(m,z,)). Dado que g(m,z,) € 7x v
f es una funcién abierta, entonces h(m,y) = f(g(m,z,) € 7y asi, h estd bien
definida.

Sea y € Y. Probaremos que {h(m,y)}_, es base local de y en Y. Tomemos
W abierto en Y tal que y € W. Como f es continua, f~*(W) es abierto en
X. Dado que {g(m,z,)}r_; es base local de =, en X, existe m € N tal que
z, € g(m,z,) C f~H(W). Entonces y € f(g(m,z,)) = h(m,y) C W. De lo
anterior {h(m,y)}>°_; es base local de y en Y.

El mismo argumento dado en la prueba del Lema 2.14.3, asegura que la
condicién (b) es cierta.

Por lo tanto Y es estrictamente primero numerable.

]

Lema 2.15.4. Un espacio X es un espacio estrictamente primero numerable
sty solo si existe una funcion g : N X X — 7x, tal que para cada v € X :

1) glm+1,2) C g(m,z) para todo m € N.

2) {g(m,x)}>_, es base local de x.

3) Sty € g(m,x), entonces g(m,y) C g(m,x).
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Demostracion.
=| Sea ¢ : N x X — 7y una funcién que cumple con la Definicién 2.15.1.

Definimos g : Nx X — 7x por g(m,z) = () ¢'(j,z). Como para cadam € N
j=1

la funcién g es la interseccién finita de abiertos en X tenemos que g esta bien
definida para todo m € N. Claramente g(m,+1,z) C g(m,z), para todo
r e X.

Para probar (2). Sean = € X y U abierto en X tales que = € U. Dado que
{g'(m,2)}5°_, es base local de z, existe m € N tal que ¢'(m,x) C U. Como
g(m,z) C ¢'(m,x), entonces {g(m, x)}>_, es una base local de z.
Finalmente para probar (3). Sean m € Ny x,y € X tales que y € g(m, ). El
mismo argumento que en la prueba del Lema 2.14.4, muestra que g(m,y) C
g(m, z).

Por lo tanto, la funcién g satisface las condiciones (1), (2) y (3).

< | Esta implicacién es inmediata por la Definicién 2.15.1. O

Teorema 2.15.5. Sea X un espacio toplégico. Entonces X es estrictamente
primero numerable si y solo si F,(X) es un espacio estrictamente primero
numerable.

Demostracion.

=| Sea g : N x X — 7x una funcién que satisface las condiciones del Le-
ma 2.15.4. Sea g : N x F,(X) — 7p,(x) dada por g(m,{z1,...,2,}) =
(g(m,x1),...,9(m,x,.)). Sea {z1,...,z,} € F,(X).

Por el Lema 2.1.17, {g(m, {x1,...,2,.})}>°_; es base local de {z1,...,z,} en
F.(X).Seanm € Ny {y1,...,u} € g(m,{x1,...,2,}). Por el argumento da-
do en el Teorema 2.14.5, tenemos que g(m, {yi, ...,y }) C g(m, {z1,...,2,}).
Por lo tanto F,, (X )es un espacio estrictamente primero numerable.

<] Por el Lema 2.15.2, F}(X) es un espacio estrictamente primero nume-
rable. Del Teorema 1.2.10 y el Lema 2.15.3, X es un espacio estrictamente
primero numerable. [

2.16. M;i-espacios

Definicién 2.16.1. Sean X un espacio topolégico y f C 7x. Decimos que
£ es una base que preserva o-cerradura si 3 es la union numerable de
familias que preservan cerradura y 3 es base para Tx.
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Definicién 2.16.2. Sea X espacio topologico. Se dird que X es un M-
espacto si este es un espacio reqular y tiene una base que preserva o —
cerradura.

En [4, Teorema 2.4] se prueba el siguiente Lema.

Lema 2.16.3. Sea X un M;i-espacio. St Y C X es un subespacio cerrado en
X, entonces Y es un M- espacio.

En [4, Teorema 2.9] se prueba el siguiente Lema.

Lema 2.16.4. Sea X un M;i-espacio. Si f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces Y es un Mi-espacio.

Observacién 2.16.5. Sea {U;}32, una sucesion de familias que preservan
cerradura en X. Siempre es posible obtener una nueva sucesion creciente de
familias que preservan cerradura en X apartir de {Z/{j};-";l. Para ello basta
considerar la siguiente construccion: para m = 1, consideremos U; = Uy y
para m > 2, sea U, = U’ |JU,. Por el Lema 2.1.3, U, preserva cerra-
dura en X para todo m € N. Usando induccion, obtenemos que la sucesion
{U,,}2_, satisface que U,, C U, para todo m € N.

Teorema 2.16.6. Sea X wun espacio topoldgico. Entonces X es un M-
espacio si y sélo si F,(X) es un My-espacio.

Demostracion.
o0

=] Sea U = |J U, una base que preserva o-cerradura. Por la Observacién
j=1
2.16.5, podemos suponer sin pérdida de generalidad que para cada j € N,
U; C Uj41. Para cada j € N, consideremos ; = {(Uy,...,Uy) : Uy,..., Uy €
U;}. Como U; C U1, entonces l; C 4,44 para todo j € N. Por el Teorema
2.1.4, Y, preserva cerradura en F,(X) para todo j € N. Sea 4 = |J Y;.
j=1
Probaremos que 4 es base en F,(X). Sean {z1,...,2,} € F,(X)y W un
abierto en F,(X) tales que {xy,...,2,} € W. Tomemos Uy, ..., Us abiertos
en X tales que {z1,...,2,} € (Uy,...,Us) € W. Como z; € U,,, cada
U,, es abierto en X para todo i € {1,...,r} y U es base en X. Por cada
i€ {l,...,r} tomemos j; € Ny Uj;, € Uj, tales que x; € U;, C U,,. Por el
Lema 1.1.3, {z1,..., 2.} € (Uj,,...,Uj,) C (Uyy,..., Uy, ) C W. Dado que
U; C Uj4y para todo j € N. Sea jo = méax{j; : i € {1,...,r}}, entonces
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{Ujp .. '7Uj’7‘} C ujo‘ ASi, <Uj1,. . '7Uj'r> S iljo.
Por lo tanto il es base para F,(X).

<] Por el Lema 2.16.3, F}(X) es un M;j-espacio. Por el Teorema 1.2.10 y el
Lema 2.16.4, X es un Mj-espacio.
O

2.17. Ms-espacios

Definicién 2.17.1. Sea X un espacio topoldgico reqular y B una familia de
subconjuntos de X . Decimos que B es casi-base en X si, para cada x € X
y U vecindad de x existe B € B tal que x € Inty(B) C B C U.

Definiciéon 2.17.2. Sean X un espacio topoldgico reqular y B una familia de
subconjuntos de X. Decimos que B es una casi-base que preserva o-cerradura
st es la union numerable de familias que preservan cerradura y B es casi-base
en X .

Definicién 2.17.3. X un espacio topologico reqular es un My-espacio si
tiene una casi-base que preserva o-cerradura.

Lema 2.17.4. Sea X un Msy-espacio. Si Y es un subespacio en X, entonces
Y es un Msy-espacio.

Demostracion. Sea B = |J B; una casi-base que preserva o-cerradura en
j=1

X. Para cada j € N. Consideremos B} = {Y N Clx(B) : B € B;}. Primero

veremos que B} preserva cerradura en Y para toda j € N. Sea j € N, tenemos

que probar que para cada A C B,
Y = {Cly(¥ nClx(B)): Be A} =Y = Cly(| {Y NClx(B) : B € A}).

Para probar la primera contencién, sea y € Y tal que y ¢ |J{Cly(Y N
Clx(B)) : B € A}, entonces para cada B € A, y ¢ Cly(Y NClx(B)). Asi,
y ¢ YNClx(B) yy ¢ Clx(B). Entonces y ¢ (J{Clx(B) : B € A} =
Cly (U{Clx(B) : B € A}. De aqui y ¢ Cly (J{Y NClx(B) : B € A}.
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Para probar la otra contencién, notemos que como| J{Cly (Y N Clx(B)) C
Cly(U{Y nClx(B) : B € A}), se tiene que:

Y - Cly(( fy nClx(B): Be A}) c Y — | {Cly (Y NClx(B)) : B € A}.
Por lo que B; preserva cerradura en Y.

Ahora, veremos que B’ = U B} es casi-base en Y. Sean y € Y, U abierto

en Y y W abierto en X tales que U =W NY. Como B es casi-base en X,
entonces existe j € Ny B € B; tales que y € Intx(B) C B C Clx(B) C W.
De lo anterior y de que YﬂClX(B) € B; tenemos que y € Inty (YNClx(B)) C
YNClx(B)cWnY =U.

Por lo tanto B es casi-base en Y y Y es un Ms-espacio. O

En [5, Teorema 7.2] se prueba el siguiente Lema.

Lema 2.17.5. Sea X un Mj-espacio. St f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces Y es un Ms-espacio.

Teorema 2.17.6. Sea X un espacio reqular. Entonces X es un Ms-espacio
si y solo si F,(X) es un Ms-espacio.

Demostracion.
o0

=] Sea B = |J B; una casi-base que preserva o-cerradura. Sin pérdida de
j=1
generalidad supongamos que para cada j € N, B; C Bj;;. Para cada j € N,

consideremos B; = {(B1,...,By) : By,..., By € B;}. Por el Teorema 2.1.4,
B, preserva cerradura en F,,(X) para todo j € N. Sea B = |J B;. Probare-
=1

j=
mos que B es casi-base en F,(X). Sean {z1,..., 2.} € F,(X) y W un abierto
en F,(X) tal que {z1,...,z.} € W. Entonces existen Wy, ... W, abiertos
en X tales que {z1,...,z.} € (Wy,... ., W,) CW. Seai € {1,...,r}. Como
x; € Wy, cada W, es abierto en X y B es casi-base en X, existe j; € N
tal que B;, € Bj, y x; € Intx(Bj,) C B;, C W,,. Por el Lema 1.1.3,
se tiene que {z1,...,z,} € (Intx(Bj),...,Intx(B;,)) € (Bj,,...,B;) C
(Wypsoo o, Wy) € (Wy,...,Wy) € W. Dado que B; C Bji1 para todo
j € N. Sea jo = maxz{y; : i € {1,...,r}}, entonces {Bj,,...,B;.} C Bj,.
Asi, (Bj,,...,B;) € B,,. Por lo tanto B es casi — base en F,(X).

< | Por el Teorema 1.2.10 y el Lema 2.17.4, F;(X) es un My- espacio. Del
Teorema 1.2.10 y el Lema 2.17.5, X es un Ms-espacio. O
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2.18. Espacios de Nagata

Definicién 2.18.1. Un espacio topoldogico X es un espacio de Nagata
st para cada v € X, existen sucesiones de vecindades abiertas de x en X,
{Un(z)}o0 1 y {Vin(2) }oo_, tales que para todo x € X se satisface:

(1) {Unn(2)}°_, es base local de vecindades de x.

(2) Siy ¢ Uy(x), entonces Vi (y) N Vin(x) = 0 para cada y € X.

Definicién 2.18.2. Sean (X, 7) un espacio topolégico y P una familia de
parejas ordenadas (P, Py) de subconjuntos de X, con P, C Py para todo
(P, Py) € P. P es llamada amortiguada si para cada P' C P, Clx(U{P :
(Pl,PQ) € Pl}) C U{P2 : (Pl, PQ) € Pl}

Definicién 2.18.3. P es llamada o-amortiguada si es la union numerable
de subfamilias amortiguadas.

Definicién 2.18.4. X un espacio topologico reqular es un Ms-espacio si
tiene una base por parejas o-amortiguada.

En [5, pg. 107] y [5, Teorema 7.2] se prueban los siguientes dos Lemas.

Lema 2.18.5. Sea X un Ms-espacio. Si' Y C X es un subespacio en X,
entonces Y es un Ms-espacio.

Lema 2.18.6. Sea X un M;s-espacio. Si f : X =Y es un homeomorfismo,
entonces Y es un Ms-espacio.

En [5, Teorema 3.1] se prueba el siguiente Lema.

Lema 2.18.7. Sea X un espacio topologico. X es un espacio de Nagata sty
solo st X es primero numerable y un Msz-espacio.

Teorema 2.18.8. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un espacio
de Nagata si y sélo si F,,(X) es un espacio de Nagata.

Demostracion.

=| Para cada x € X, sean {U,,(2)}°_; v {Vin(2)}5o_, sucesiones de vecin-
dades abiertas de = en X que satisfacen la Definicién 2.18.1. Para probar
(1). Sean {x1,...,z,} € F,,(X) y m € N. Consideremos U,,({x1,...,2,}) =
(Un(z1), .., Un(z)) y V{21, ..o 20 }) = (Vin(21), - . ., Vin(2,)). Entonces

{um<{x1’ s 7xr})}$n0:1 y {Vm({xb s ’xr})}ﬁzl
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son sucesiones de vecindades abiertas de {x1,...,x,} en F,(X). Por el Lema

2117, At ({x1, ..., 2, })}2°_, es una base local de vencindades de {x1, ..., z,}
en F,(X).

Ahora, probaremos (2). Sean m € N, {xy,...,z.} v {y1,...,u} € F.(X)

tales que {y1,...,y} & Un({z1,...,2,}). Consideremos los siguientes casos:

Caso a). Si {y1,...,u:} € U Un(z;). Sin pérdida de generalidad, supon-
j=1

gamos que y; ¢ Uy,(x;) para todo j € {1...,r}. Como X es un espacio
de Nagata para cada j € {1,...,r}, Vio(y1) N Viu(z;) = 0. Asi, Vi, (y1) N

T T t
(U Viu(zj)) = 0. Sean U,, = U Viu(zj) v Vin = U Vin(wi). Por el Le-
j=1 Jj=1 =

= = 1
ma 1.1.4, Vo, ({v1, -, v }) N V({x1, ..., 20}) = (U 0O Vi(v1), ..., Upn 0
Vi W), Vi OV V(1) - -+, Vie N Vi (2)). Dado que U, NV, (y1) = 0, entonces
Vi Ay, -y ) OV ({1, .y 20 }) = 0.

Caso b). Siexiste j € {1,...,r} tal que {y1,..., 4} NUpn(z;)

= (). Como X
es un espacio de Nagata para cada l € {1,...,t}, Vi, () NV (z;) =
t

(. Enton-

T

ces (191 Vin(yi)) N Vin(z;) = 0. Sean U, = 'U1 Vin(2;) v Vin = U Vin(ui). Por
), -
0,

el lema 1.1.4, V,,({y1, .. ., ue}) N Vi ({1, .. 20 }) = (U N Vi (11
Vi (W), Vi N Vo (1), . . ., Vi N Vi (2,)). Dado que V,,, N U,y (z5) =
Vm({yla s 7yt}) N Vm({ﬂﬁ, o ,flfr}) = @

De ambos casos concluimos que F,(X) es un espacio de Nagata.

U N
entonces

<] Usaremos el Lema 2.18.7. Por los Lemas 2.4.2 y 2.18.5, F1(X) es un
espacio de Nagata. Por el Teorema 1.2.10 y los Lemas 2.4.2 y 2.18.6, X es
un espacio de Nagata. O

2.19. ~v-espacios

Definicién 2.19.1. Un espacio topologico X es un ~y-espacio si para cada
x € X, ezisten sucesiones de vecindades abiertas de x en X, {Upn ()}, y
{Vin(z)}o0_, tales que para todo x,y € X se satisface:

(a) {Upn(x)}3°_, es base local de vecindades abiertas de x.

(b) Si para cada m € N, y € V,,,(z) entonces V,,(y) C Uy ().

Lema 2.19.2. Sea X wun ~-espacio. S1 'Y C X es un subespacio en X,
entonces Y es un ~y-espacio.
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Demostracion. Sean y,w € Yy {U,(y)}50_1, {Vin(y) }5o_, sucesiones de ve-
cindades en X que satisfacen la Definicién 2.19.1. Dado que {U,,(y)}°_; es
base local de y en X, {U,,(y) NY}2_, es base local de y en Y. Ahora, sean
m e Nyw e V,(y) NY. Como V,,,(w) C Upn(y), entonces V,,(w) NY C
Un(y) NY. Por lo tanto Y es un v-espacio.

[

Lema 2.19.3. Sea X un ~v-espacio. Si f : X — Y es un homeomorfismo,
entonces Y es un vy-espacio

Demostracién. Sean y,w € Y, tomemos z,,z, € X tales que f(z,) =y
y f(zy) = w. Consideremos {Uy,(zy)}5o_ 1, {Vin(zy)}oo_, sucesiones de ve-
cindades en X que satisfacen la Definicién 2.19.1. Como f es una funciéon
abierta entonces { f(Up,(xy)) }oo_; v {f(Vin(zy)) }59_, son sucesiones de vecin-
dades abiertas en Y. Probaremos que {f(U,,(z,))}°_, es base local de y en
Y. Tomemos W abierto en Y tal que y € W. Como f es continua, f~1(W)
es abierto en X. Dado que {U,,(x,)}>_, es base local de =, en X, existe
m € N tal que z,, € Uy, (x,) C f~(W). Entonces y € f(Un(z,)) C W. De lo
anterior { f(Up,(xy))}oo_, es base local de y en Y.

Para probar (b). Seanm € Ny w € f(V,,(x,)). Entonces z,, € V,,,(x,). Como
Vin(@w) C Un(zy), [(Vin(zw)) C f(Un(zy)).

Por lo tanto Y es un vy-espacio.
O

Lema 2.19.4. Sea X un espacio topologico. Entonces X es un y-espacio si
y solo si para cada x € X, existen sucesiones de vecindades abiertas de x en
X, AU (2)}20_, y {Vin(2) }20_, tal que para todo x,y € X :

1) {Un(z)}°_, es base local de vecindades abiertas de x.

2) Siy € Vi(x) entonces Vi, (y) C Uy ().

3) Para cada m € N, Upyq(x) C Up(x) y Vipr1(x) C V().

Demostracion.
=] Seanx € X, {U] (z)}o°_, y {V, (x)}3_, sucesiones de vecindades abiertas
de x en X que satisfacen la Definicién 2.19.1.

Para probar (1). Sean m € N, Uy, (z) = (| Uj(z) y Viu(z) = [ V().
j=1 j=1
Claramente {U,,(2)}5°_, v {V;u(z) }29_, son sucesiones de vecindades abiertas

de z en X. Como {U] (z)}>_, es base local de z, entonces {Up,(x)}5°_; es
base local de x en X.
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Ahora, probaremos (2). Sea y € Vy,,(z). Entonces y € V/(z) para cada j €
{1,...,m}. De aqui para cada j € {1,...,m}, V/(y) C Uj(z). De lo anterior,

Vi (2) = fjl Vi(z) fjl Ul(z) = Up(2).

Finalmente para probar (3), notemos que por construccion Uy, +1(x) C U, ()
Y Vins1(x) C Viu(z) para todo m € N.

<« | Esta implicacién es inmediata de la Definicién 2.19.1. ]

Teorema 2.19.5. Sea X un espacio topolégico. Entonces X es un y-espacio
si y solo si F,(X) es un ~y-espacio.

Demostracion.

=] Seanx € X, {Uy,(2)}5°_1 v {Vin(2)}5°_, susesiones de vecindades abiertas
de z en X que satisfacen la Definicién 2.19.1. Probaremos (a). Por el Lema
2.19.4, supongamos que para cada m € N, Uy, 41(x) C Up(z) vy Vipra(x) C

Lxr € Fo(X) y m € N. Consideremos U, ({z1,...,2,}) =
(Un(z1), .., Un(z)) y V{21, ..oy 20 }) = (Vin(21), - . ., Vi (). Entonces

{Un({z1, .o D) oy ¥ V{21, 2 ) by

son susesiones de vecindades abiertas de {x1,...,z,} en F,(X). Por el Lema
2117, {Up ({21, ..., 2, })}50_; es una base local de vencindades abiertas de
{z1,...,2,} en F,(X).

Para probar (b). Sean m € N {zy,..., 2.} y {y1,..., 5} € F,(X) tales que

v, € Vi{or, ... 1)), Sean j € {1,...,t} y Viu(2j1), . .-, Vin(254,)
elementos de {V,,,(z1),..., Vin(x,)} que contienen a y;. Entonces como X es

Ly
un 7y — espacio, Vi (y;) C () Un(xj4). Por el Lema 1.1.5, V,,({v1, ..., 4t }) =
g=1

Vin (1)« o, Vin(ye)) € (Unn(x1), -, Un(xy)) = U ({21, ..., 2 }).
Por lo tanto F,,(X) es un v — espacio.

<] Por el Lema 2.19.2, F1(X) es un v-espacio. Del Teorema 1.2.10 y del
Lema 2.19.3, X es un v — espacio.
0
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2.20. r-espacios

Definicién 2.20.1. Sea X un espacio topologico reqular. Un punto x € X es
un r-punto si tiene una sucesion {U,, }>°_, de vecindades tal que si ., € Uy,
entonces {x, }oo_, esta contenida en un compacto de X.

X es un r-espacto si todos sus puntos son r-puntos.

Teorema 2.20.2. Sean X un espacio reqular. Entonces X es un r-espacio
si y solo si F,(X) es un r-espacio.

Demostracion.
=| Sea {z1,...,2,} € F,(X). Como X es un r — espacio, para cada j €
{1,...,r}, existe una sucesiéon {U;,,}>°_, de vecindades de z; que satisface

la Definicion 2.20.1. Como X es un espacio de Hausdorff , sin pérdida de
generalidad podemos suponer que Uj,,, N Uy, = 0 si j # k 'y m,l € N. Para

cada m € N. Sea U,,, = (U1, ..., U, ). Entonces {U,,,}5°_, es una sucesién
de vecindades de {x1,...,x,}. Para cada m € N, sea {y1,m, .., Yt,,.m} € Un.
Probaremos que {{y1m,---,Yt,.m} oy estda contenida en un compacto de
F.(X).

Sean j € {1,...,r}y Ymgis - - Yoo, elementos de {Y1m,- .-, Yt,,.m} ta-
les que {ym,jl,...,ymmmj} C Ujm. Sea r; = max{r,, : m € N}. Sii €
{1,...,7;}. Sea

yin] _ ) Ymii sil<i<rp,

ymmmj S1 T <t<rj

Entonces {y;n,jw . } C Ujm. Como X es un r — espacio, para cada

) TJ
i € {1,...,7;}, la sucesion {y,, ; }o—; estd contenida en un compacto Kj;
r T
de X. Sea K = |J | K. Entonces K es un compato de X y F,(K) es un
j=1i=1
subconjunto compacto de F,,(X) que contiene a {{Y1.m,- - Ym.tm } Fooeq-
Por lo tanto F,,(X) es un r — espacio.

<] Sea z € X. Entonces {z} € F,(X). Como F,(X) es un r — espacio,
existe una sucesion {U,, }5o_, de vecindades de {z} que satisface la definicién
2.20.1. Para cada m € N, sea U,, = |JU,,. Por el Lema 1.1.6, {U,,}°°_; es
una sucesion de vecindades de x. Para cada m € N, sea z,, € U,,. Entonces
{zm} € Uy Como F,(X) es un r — espacio, {{x,}}>_, esta contenida en
un subconjunto compacto K de F,(X). Sea K = |JK. Por el Lema 1.1.9, K
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es compacto de X. Es claro que {z,,}*_, C K.
Por lo tanto, X es un r — espacio.

2.21. ccc-espacios

Definicién 2.21.1. Un espacio X es un ccc-espacio si cada familia de
subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos de X es a lo mas numerable.

Teorema 2.21.2. Sea X un espacio topolégico. Si F,,(X) es un ccc—espacio,
entonces X es un ccc — espacio.

Demostracion. Supongamos que X no es un ccc—espacio, entonces existe una
familia no numerable {U,} ep de subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos
de X. Entonces {(Ux)}rea es una familia no numerable de subconjuntos
abiertos, no vacios y ajenos de F,(X),lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto F,,(X) no es un ccc — espacio.
[

Teorema 2.21.3. Sea X un espacio topologico. Si X™ es un ccc — espacio,
entonces F,,(X) es un ccc — espacio.

Demostracion. Sea f, : X" — F,(X), la funcién canénica. Por el Teorema
1.2.3, f, es una funcién suprayectiva y continua. Si F,,(X) no es un ccc —
espacio, entonces existe una familia no numerable {U)} ca de subconjuntos
abiertos, no vacios y ajenos de F,(X). Entonces {f, 'Uy}rea s una familia
no numerable de subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos de X".

Por lo tanto X™ no es un ccc — espacio.
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